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4.3 Aplicacoes da Integral de Linha em Cam-
pos Escalares

Massa e Centro de Massa de um fio delgado

Uma das aplicacoes mais importantes das integrais de linha em campos esca-
lares esta relacionada com o Centro de Massa. Considere um fio delgado de
densidade variavel, com a forma de uma curva ¢ como visto na Figura 4.4.

%
/\_/B

Curva C no espago representado o fio

Figura 4.4: Representacao de um fio delgado para a interpretagao da integral
de linha em campos escalares.

Suponha que a densidade de massa p(z,y, z) seja constante sobre qualquer
secao transversal de area S. Entao, o fio pode ser identificado com a curva
c. Se o fio é representado pela curva c e se a densidade num ponto (z, vy, 2)
¢ dada por p(zx,y, z), entdo, cada parte do fio tem massa aproximada dada
por p(Q;)AS;, onde Q; € [P,_1, P;] e AS; é o comprimento da curva do ponto
P,_, até o ponto P;, como visto na Figura 4.5.

Figura 4.5: Representagao de um fio delgado dividido por uma partigao
P(]?Pl?"' JP'I'L'

Assim, a massa total do fio fica dada por, aproximadamente
> p(Qi)AS;.
i=1

Dessa forma, tomando o méaximo do comprimento AS; tendendo a zero no
calculo do limite, temos que a Massa Total do fio, denotada por M, fica dada
por

M= / p(,y, 2)dS,
C

Considerando o campo gravitacional da Terra sendo uniforme, temos que
o Centro de Gravidade e o Centro de Massa sao coincidentes e, por isso,
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(Z,y, 2) fica dado por

( 1
fzﬁ/xp(x,y,z)ds,
1
y= Mfyp(x,y, z)dS,
1
z=— [ zp(x,y,2)dS,
k 2 ), p(z,y,z)

A hipétese do centro de gravidade ser igual ao centro de massa, se mostraram
falhas, em algumas experiéncias. Contudo, em quase todos os problemas de
mecanica essa hipdtese é usada. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.3.1 Calcule a massa de um fio delgado com a forma de um
semicirculo de raio a, considerando que a densidade em um ponto P € dire-
tamente proporcional a sua distancia a reta que passa pelos pontos extremos.

Solugao: Considere que o fio delgado esteja como visto na Figura 4.6.

Figura 4.6: Representacao do Fio delgado do Exemplo 4.3.1.
Entao, uma parametrizacao para a curva c fica dada por
7(t) = (acos(t),asen(t)), t € [0,].

Como a densidade do fio é diretamente proporcional a sua distancia ao eixo
x, temos que f(z,y) = ky, onde k é a constante de proporcionalidade. Assim,

M = /Cf(F(t))dS = /07r k-asen(t) - a = 2ka®.

Portanto, a massa do fio fica dada por M = 2ka? unidades de massa. |
2 42
Exemplo 4.3.2 Obtenha a massa da elipse c : ry + i 1, situada no

primeiro quadrante, sabendo que a densidade em cada ponto (x,y) € igual ao
produto das coordenadas do ponto.

Solugao: Para cada ponto (z,y) da elipse, temos que a densidade p fica
dada por p(x,y) = zy. Assim, como uma parametrizagdo para a elipse ¢ é
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3

dada por 7(t) = (3cos(t), 2sen(t)), no primeiro quadrante teremos 0 < ¢ < 3
Dessa forma, como %(t) = (—3sen(t),2cos(t)), segue que

dL ' V9sen2(t) + 4dcos?(t) = /4 + 5sen?(t).

Assim,

M = /p(f’(t))dS = /2 3cos(t) - 2sen(t)/4 + bsen?(t)dt.
c 0

Chamando de u = 4 + 5sen?(t), segue que du = 10sen(t)cos(t) e, assim,

2 3|2 2
M = du = Zu2| = =(4+ 5sen?(t
1O/fu S| = g asent)d]

s
2

[SI[9Y)

:2<9§_4§>:@:358.

38
Portanto, a massa da elipse fica dada por M = = unidades de massa. W

Exemplo 4.3.3 Calcule as coordenadas do centro de massa de um fio del-
gado que tem a forma da hélice circular 7(t) = (2cos(t),2sen(t),5t), com

€ [0,27], sabendo que a densidade p no ponto P = (z,y,z) € dada por
p(P) = a* + y* + 22,

Solugao: O primeiro passo nesse exemplo é calcular a massa do fio. Assim,
como

d
7 () = (=2sen(t), 2cos(t), 5).

segue que

d
H@(F)(t)H — \/4sen2(t) + dcos?(t) + 25 = v/29.
Assim, temos que
2
M= / (2° +y° +2%)dS = / (4 cos?(t) + 4sen’(t) + 25t%)v/29dt =
¢ 0

W87T\/E
7 (
0

3+ 25%2) u.m..

2 25¢3
- \/E/ (44 25t%)dt = /29 (4t+ %)
0

1
Agora, vamos obter o centro de gravidade. Como = = i fC xf(x,y,2)dS,
segue que

1 2m 9 2
T = —/ 2cos(t)(4 4 25t2)V29dt = @/ cos(t)dt+
M Jo M Jo
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2

+
0

~200mv/29
- ==

_8v29

%cos(t)dt
tcos(t)d 7

+ sen(t)

50v/29 /27r
M 0

2

504/29
M

+ (t*sen(t) + 2tcos(t) — 2sen(t))

0
75

379502 Para g, temos que
s

Substituindo o valor de M, chegamos a ¥ =

1 <
Yy = M fc yf(m,y,z)ds, entao,

1 2 8 2 2w
j= —/ 2sen(t)(4 + 25t%)v/29dt = ﬂ/ sen(t)dt+
M ], My

27

cos(t)| +

0

~—2007%/29
=

—75m
34 2572

+

50429 [*" —8v/29
/ t2sen(t)dt =
M/, M

2w

50v/29

i (—t?cos(t) + 2tsen(t) + 2cos(t))

+

0

Assim, substituindo o valor de M, chegamos a y =

1
Por fim, como z = —/ zf(x,y,2)dS, temos que
M Jeo

t2dt =

1 [ 20129 [* 12529 [*™
=17 / 5t(4 + 25t%)v/29dt = / tdt + /
0 0 0

M M

2w 2
10v/29 12529 207%/29
- 2+ B = V200 4 9502,
M 3M M
0 0
15m(2 + 2572
Portanto, substituindo o valor de M, chegamos a z = M 0go,
2(3 + 2572)
o centro de massa procurado é
o 75 —75m  15m(2 + 2572)
(I7 y? ) - 2 7 2 ) 2
3425727 3425727 2(3+ 2572)
[ ]

Momento de Inércia

Outra aplicacao para a integral de linha em campos escalares esta relacionado
com o Momento de Inércia. Cada ponto material de um corpo em rotacao
tem uma quantidade de energia cinética. Um ponto material P, de massa
m, a uma distancia r do eixo de rotacao, tem uma velocidade v = wr, onde
w € a velocidade angular do ponto P, como visto na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Representacao da velocidade angular.

2

1
A energia cinética de P é dada por —mr?w?. Para um corpo composto de

massa puntiforme discreta, a energia cinética total fica dada por

1
Kzi(mlrijmz?”g-l-'")wQ (4.1)

O somatorio que aparece na Equacao 4.1 define o momento de inércia do
corpo em relagao ao eixo de rotacao considerado. Assim, usando a mesma
analogia usada para encontrar o centro de massa para um fio delgado de
densidade variavel p(z,y, z), concluimos que o momento de inércia do fio em
relacao a um eixo L é dado por

]L = /52(1’,y72)p(l’,y72>ds,

onde 0 é a distancia do ponto (z,y, z) de ¢ ao eixo de rotagdo L. Vamos aos
exemplos.

Exemplo 4.3.4 Um arame tem a forma de um semicirculo de raio 4, con-
forme Figura 4.8. Determine o momento de inércia em relagao ao diametro
que passa pelos extremos do arame, se a densidade p do ponto (x,y) é dada

por p(x,y) = +y.

4 4 x
Figura 4.8: Arame delgado do Exemplo 4.3.4.

Solugao: Observe que a curva é um semicirculo centrado na origem e de
raio 4. Assim, considere a parametrizacao para c¢, dada por

7(t) = (4cos(t), 4sen(t)), com t € [0, 7).

A distancia de qualquer ponto P(z,y) a reta que passa pelos extremos é dada
por p(x,y, z) = y. Assim,

I, = /yQ(x +y)dS = /7r 16sen’(t)(4cos(t) + 4sen(t))4dt =
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= 256 /Ow[senQ(t)cos(t) + sen’(t)]dt = 256 <sen;(t) + cos?i’(t) - cos(t)) )

1024
ou seja, I, = 5 unidades de momento de inércia. |

Exemplo 4.3.5 Mostre que o momento de inércia de um fio homogéneo com

a forma de uma circunferéncia de raio r em torno de um diametro € igual a

mr2

5 onde m € a massa do fio.

Solugao: Vamos considerar a curva ¢ é dada pela circunferéncia de raio r
centrada na origem, como visto na Figura 4.9.

T
N,

Figura 4.9: Tlustracao do circulo do Exemplo 4.3.5.

N

~

Temos que uma parametrizagao para a curva ¢ é dada por @(t) = (rcos(t), rsen(t)),
com t € [0,27]. Como o fio é homogéneo, temos que a sua densidade é cons-
tante, ou seja, p(z,y) = k € R, para todo (z,y) € c.

Assim, como m = p(z,y) - comprimento, segue que m = 2wkr. Assim,
considerando o diametro utilizado como eixo de rotacao L sobre o eixo z,
temos que a distancia de todos os pontos de ¢ a L fica dado por §(z,y) = >

Assim,
I; = /y2k;dS = k;/y2dS.
da

Como — (t) = (—rsen(t), rcos(t)), segue que

dt
Assim, temos que

2m 2m ot
I, = k;/ r?sen®(t)rdt = /{:7’3/ sen®(t)dt = kr® (t _ senl ))
0

0 2

fl—f (t)H = \/r2sen?(t) + r2cos(t) = r.

2w

0

2 TTLT2

T
= kmrd = 2knr - — = ——.
r wr B B
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Lei de Biot-Savart

Uma carga puntiforme positiva ¢, movendo-se com uma velocidade v, gera
um campo magnético B, cuja intensidade num ponto qualquer P ¢ dado por

kqusen(6)
By=—17%",
,
onde k é uma constante, r é a distancia de P a ¢ e # é o angulo formado
entre os vetores 7’ e U, como visto na Figura 4.10.

Figura 4.10: Tlustragao da motivacao da Lei de Biot-Savart.

Suponha que uma corrente elétrica de intensidade ¢ circula um condutor com
a forma de uma curva ¢, como ilustrado na Figura 4.11.

Figura 4.11: Tlustracao da corrente i circulando um condutor com a forma
de c.

Vamos obter a intensidade do campo magnético B, num ponto qualquer P,
produzido por todas as cargas em movimento no circuito. Para isso, divida
o condutor em pequenos elementos de comprimento dS;. Assim, o volume de
cada elemento é dado por AdS;, onde A é a area da secao vertical reta. Se
existem n portadores de carga por unidade de volume, cada um desses com
uma carga ¢, temos que a carga total d() em movimento no elemento, fica

dada por
dQ = nqAdS;.

O conjunto de carga em movimento no elemento é equivalente a uma tunica
carga d(@), movendo-se com velocidade v. Consequentemente, num ponto
qualquer P, o campo magnético dB produzido por essas cargas tem intensi-

dade dB dada por

_ kdQusen(0) knquSivsen(Q)

2

dB

r? r
Como ¢ = nquA é a intensidade ¢ da corrente do elemento, temos que

isen(6)

r2

dB =k

ds;. (4.2)
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A Equagao 4.2 é chamada de Lei de Biot-Savart. Ela nos dé & intensidade do
campo magnético dB , num ponto qualquer P, produzido pelo conjunto de
cargas em movimento no elemento dS;. Fazendo o méaximo dos dS; ir para
zero e calculando o limite, temos que a intensidade num ponto qualquer P
do campo magnético resultante B , devido ao circuito completo fica dado por

B k/zsen(@)ds‘

r2
Vamos aos exemplos.

Exemplo 4.3.6 Seja um condutor da forma de uma espira circular de raio
2, percorrido por uma corrente de intensidade i, como visto na Figura 4.12.

Figura 4.12: Ilustracao do condutor usado no Exemplo 4.3.6.

Encontre a intensidade do campo magnético B no centro da espira.

Solugao: Observe que a distancia de qualquer carga ao centro é constante
e igual ao raio, ou seja, r = 2. Além disso, o angulo entre o vetor posicao e

- ;o . ™
o vetor velocidade também é constante e igual a 5 Dessa forma, temos que

7
B=FLk | -dS.
/AS

Como 7(t) = (2cos(t), 2sen(t)), segue que

dr
dt

(t)H = \/4sen?(t) + 4cos>(t) = 4.
Consequentemente,

2m -
B = k:/ £2dt = kmi u.c.m..
0 4

Exemplo 4.3.7 Seja um condutor da forma de um triangulo retangulo de
lados medindo 3,4 e 5. Uma corrente de intensidade © circula o condutor.
Encontre a intensidade do campo magnético B no vértice de menor angulo.
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Solugao: Na Figura 4.13 h4 a ilustracao do condutor.

Gy} C,

Figura 4.13: Ilustracao do condutor usado no Exemplo 4.3.7.

Observe que ele é formando por trés segmentos de reta, denotados por c;, ¢y
e c3. Dessa forma, temos que o campo magnético B no ponto P fica dada

por
B k/ zsen(@)d5+k/ zsen(@)d5+k/ zsen(@)ds‘

r2 r2 72

Lembre-se que o menor angulo estd oposto ao menor lado e, por isso, temos

que o ponto P estd posicionado sobre o ponto (4,0). Para c;, temos que

d
r1(t) = (4¢,0), com 0 <t <1 e 6§ = <(r1,v) = 0. Assim, como % = (4,0)

—

%:\/m

isen(0) ! 0
k dsS =k ——4dt = 0.
/02 o A= H /0 (4 — 4t)2 !

Por outro lado, para cg, temos que 75(t) = (4 — 4¢,3t), com 0 < ¢t < 1 e

e, consequentemente temos que = 4. Assim, segue que

dr
0 = <(r3,v¥) = 0. Assim, como =2 = (—4,3) e, consequentemente temos
drs

R —4)2 32
i (—4)? +

isen(d) ., . [ 0
SRRk |

Por fim, observe que em c¢3, o ponto de partida de 7 é (4,0) e o ponto de
chegada de 7é (0,3—3t), com 0 < ¢ < 1. Assim, temos que 73(t) = (4,3 —3t).

Logo,
[|17()|] = /42 + (3 — 3t)2.

Além disso, sendo § = <(73, ¥), como visto na Figura 4.14

que = 5. Dai, segue que

bdt = 0.
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<4
-

G

Figura 4.14: Ilustracao da posi¢ao do angulo 6 usado no Exemplo 4.3.7.

—

drs
segue que sen(f) = . Além disso, temos que &5 = (0,-3)

2+ (3—3t)? dt

e, consequentemente temos que = /02 + (—3)2 = 3. Dessa forma,

rs
dt
chamando 3 — 3t de 4tan(¢), temos que

0 \/42 (3—31)2
k/ isen( >de4k 3dt = 12m/ (16+(3—3t)2)3/2 =

72 (3 3t)?

= 12ki ! (8 —3) _3—]“.
48 /16 + (3 — 3t)? 20

3ki 3k
Portanto, B =040+ 5 OZ = Q_OZ unidades de campo magnético. |

Agora faga alguns exercicios. Bons estudos.

4.4 Exercicios

Exercicio 4.4.1 Um fio delgado € preso em dois suportes de mesma altura,
tomando a forma da catendria y = cosh(xz), —2 < x < 2. Supondo que a
densidade do fio é a mesma em todos os pontos, calcule a massa do fio.

Exercicio 4.4.2 Dado um arame semicircular uniforme de raio 4cm, mostre
que o centro de massa do fio estd situado no eizo de simetria a uma distancia

de —cm do centro e mostre que o momento de inércia em relagdo ao diametro
™

que passa pelos extremos do arame é 8M, onde M €é a massa do arame.

Exercicio 4.4.3 Determine a massa de um fio anel circular de raio 2cm,
sabendo que a sua densidade € constante.

Exercicio 4.4.4 Calcule o centro de massa de uma arame com a forma
de um quadrado de vértices (0,—1), (2,—1), (2,1) e (0,1) sabendo que a
densidade no ponto (z,y) € proporcional ao quadrado da distancia desse ponto
até a origem.

Exercicio 4.4.5 Um arame tem a forma da curva obtida pela intersecao da
semiesfera 22 +y? + 22 = 4, y > 0, com o plano v + z = 2. Sabendo que
a densidade em cada ponto do arame € dada por p(z,y,z) = xy, calcule a
massa total do arame.
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Exercicio 4.4.6 Calcule a massa e o centro de massa do arame cuja forma
¢ dada pela curva de intersecdo da esfera z* + y* + 22 = 2y, situada no
primeiro octante, com o plano z =y, supondo que a densidade em um ponto
P ¢ proporcional ao quadrado da distancia de P a origem.

Exercicio 4.4.7 Deseja-se construir uma pec¢a de zinco que tem a forma da
superficie do cilindro x® + y* = 4, compreendida entre os planos z = 0 e
r+y+2z=2 comz>0. Se o metro quadrado do zinco custa M reais,
calcule o preco total da peca.

Exercicio 4.4.8 Calcule o centro de massa de um fio homogéneo que tem

2v2 5 t!
t, %_tg,z>, com 0 <t < 2, sabendo que a

densidade € dada por p(z,y,z) = 10z.

a forma da curva y(t) =

Exercicio 4.4.9 Um arame tem a forma da curva obtida como intersecao
da semiesfera x* +y* + 22 = 16, x > 0, com o plano y + z = 4, sabendo que
a densidade em cada ponto (x,y,z) € dada por p(x,y,z) = x. Mostre que o

momento de inércia em relagao ao eixo x € igual a gm, onde m € a massa

do arame.

Exercicio 4.4.10 Uma espira quadrada de lado a conduz uma corrente 1.
Mostre que a intensidade do campo magnético B no seu centro é dada por

8+v/2ki
a

B = unidades de campo magnético.
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