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3.21 Concavidade e Ponto de Inflexao

Desde as séries iniciais escutamos sobre a Concavidade de uma pardbola, mas nunca
nos foi apresentado uma defini¢do formal sobre este conceito. A seguir é apresenta

a definicao formal de concavidade, que estd relacionada com a posicdo que a curva

ocupa no espaco em relacdo a suas retas tangentes.

Definicao 3.21.1 Dizemos que o grdfico de uma fungdo f : X ¢ R — R é Concavo
para Cima no ponto (c, f(c)) se f'(c) existe e se houver um intervalo I C X contendo
o ponto ¢ tal que¥ x € I, com x # c, o ponto (x, f(x)) € Gry estd acima da reta
tangente ao grdfico da fungdo no ponto (c, f(c)).

|

Definicao 3.21.2 Dizemos que o grdfico de uma fungdo f : X ¢ R — R é Concavo
para Baixo no ponto(c, f(c)) se f'(c) existe e se houver um intervalo I C X contendo
o ponto ¢ tal queY x € I, com x # ¢, o ponto (x, f(x)) € Gr; estd abaixo da reta
tangente ao grdfico da fungdo no ponto (c, f(c)).

|

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 3.21.1 Considere a fungdo f(x)= x*—4. Observe o Gry, dado pela Figura

3.29. Temos que todos os pontos do grdfico estdo acima da reta tangente e, por isto,
podemos concluir que a fungdo f é concava para cima.

P
=

Figura 3.29: Esboco do grafico da func¢éo f(x)= x>—4.
|
Exemplo 3.21.2 Considere a fungdo g(x) =—x*—5x —6. Observe o Gr,, dado pela

Figura 3.30. Temos que todos os pontos do grdfico estdo abaixo da reta tangente e,
por isto, podemos concluir que a fungdo g é concava para baixo.

Figura 3.30: Esboco do grafico da funcdo g(x)=—x?—5x —6.
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Quando estudamos a pardbola nas séries iniciais, bastava observar o sinal no
numero que estd multiplicando o termo de grau dois na equagdo para saber sobre
a concavidade. Para uma curva qualquer, ndo é possivel associar a concavidade
com um coeficiente. Para curvas em geral, o proximo resultado vai relacionar a
concavidade da fun¢do com a segunda derivada.

Teorema 3.21.1 Seja f : X ¢ R — R uma funcao diferencidvel em algum intervalo
aberto I C X, com ¢ € 1. Entdo,

a) se f”(x)>0,V x €1, segue que o grdfico de f é concavo para cima em c, f(c)).

b) se f"(x)<0,VY x €1, segue que o grdfico de f é concavo para baixo em (c, f(c)).
Demonstracao: Ver referéncias. ]

Para a func¢do quadrética, o que ocorre é o seguinte: sabendo que

f"(x)>0, se a>0

f(x):ax2+bx+c:>f/(x)=261x+b:f//(x)zza:{ f"(x)<0, se a<0 -

Logo, a concavidade estudada nas séries basicas nao precisa ser definida em func¢ao
da segunda derivada, mas apenas em relaco ao sinal do coeficiente de x2.

Sera que a reciproca do Teorema 3.21.1 é verdadeira? Ou seja, serd que se uma
funcdo é concava para cima a sua derivada é positiva? A resposta é ndo. Para exem-
plificar, considere a fungao f(x) = x®+1 e o seu esbogo do Gr; dado pela Figura
3.31.

—F—x

Figura 3.31: Esbogo do gréfico da funcédo f(x)=x°+1.

Como f”(x)=30x" segue que f”(0)=0, mas f é concava para cima em (0, f(0)).
Ou seja, uma funcao pode ser concava para cima ou para baixo num ponto e a sua
segunda derivada no ponto pode ser zero.

Observacgdo 3.21.1 Seja f : X C R — R uma fungdo. Se existir no Gry um ponto no
qual o sentido de concavidade muda, entdo, existindo ali uma reta tangente, temos
que o grdfico da fungdo cruzard a sua reta tangente nesse ponto. Como visto na Figura
3.32.

Figura 3.32: Esboco do grafico de uma fung¢do f que apresenta mudanca de conca-
vidade no ponto x =0.
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O ponto onde o grafico de uma funcao inverte a concavidade é importante,
como visto na definicdo a seguir.

Definic¢ao 3.21.3 Seja f : X ¢ R — R uma fungdo. O ponto (c, f(c)) € Gry é cha-
mado de Ponto de Inflexdo do Grdfico da fungao f, se o Gry tiver em ¢ uma reta
tangente e se existir um intervalo aberto I C X contendo c tal que, para x € I temos:

a) f"(x)<0sex<cef’(x)>0sex>c,ou
b) f"(x)>0sex<cef’(x)<0sex>c.

Em outras palavras: um ponto ¢ € o ponto de inflexdo do G r; se a reta tangente
existe em c e se a segunda derivada de f muda de sinal em torno de c¢. Vejamos
alguns exemplos.

4—x?% se x<1

Exemplo 3.21.3 Sejah:R—>Rafung[zodeﬁnidaporh(x):{ 24 x? se x<l

A fungdo h, possui pontos de inflexdo? Por que?

Solucao: Veja que

—2x, se x<1 -2, se x<l1
h'(x)= 3 se x=1 e consequentemente, h”(x)= 3 se x=1
2x, se x>1 2, se x>1

Assim, temos que a segunda derivada da funcao # muda de sinal em x = 1. Con-
tudo, esse ponto ndao é um ponto de inflexdo, visto que ndo existe reta tangente em
x=1,jaque f/(1)=2e f/(1)=—2. Um esbogo do G, é dado pela Figura 3.33.

Figura 3.33: Esboco do gréfico da funcao h(x) do Exemplo 3.21.3.
|

Exemplo 3.21.4 Seja f : R — R a fungao definida por f(t)=21t+9t>—3t3. Encontre
os pontos de inflexdo da fungdo f, se existirem.
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Solucgdo: Temos que f'(t) =21+ 18t —9t? e, consequentemente f”(¢)=18—18¢.
Fazendo um estudo do sinal da segunda derivada de f, temos que f”(¢)>0se x <1
e f”(t)<0se x> 1. Logo, como existe areta tangente da fungao em todos os pontos
dareta, segue que o ponto ¢ =1 é um ponto de inflexao do gréfico de f. Um esboco
ao gréfico de f é dada pela Figura 3.34.

Figura 3.34: Esboco do gréfico da funcao f(¢) do Exemplo 3.21.4.

Quais e quantos sao os pontos de inflexdo do grafico de uma func¢ao? O resultado
aseguir vai apresentar quem sdo os possiveis candidatos a ponto de inflexao de uma
funcao.

Teorema 3.21.2 Se a funcgdo [ : X C R — R é derivdvel em algum intervalo aberto
I c X contendo c e se(c, f(c)) é um ponto de inflexdo do grdfico de f em I, entdo,
temos que se f"(c) existe, segue que f"(c)=0.

Demonstracao: Ver referéncias. ]

Portanto, os candidatos a ponto de inflexdo sdo os pontos onde a segunda de-
rivada ndo existe ou onde a segunda derivada da funcao é nula. Fora esses pontos
ndo temos outros candidatos a pontos de inflexdo. Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 3.21.5 Encontre, se existir, os pontos de inflexdo da funcao f(x)= x*.
Solucdao: Temos que os candidatos a ponto de inflexao sdo os pontos onde f”(x) =
0 ou f”(x) ndo existe. Observe que f'(x) = 4x3 e, por isso, f”(x) = 12x2. Assim,
temos que f” existe para todo x € R e que f”(x) =0 12x2 =0 < x = 0. Logo,
o candidato a ponto de inflexao é o ponto x =0. Como f” >0V x # 0, segue que
x =0 ndo é um ponto de inflexdo do gréfico de f. Portanto, Gry ndo possui ponto
de inflexdo. Um esbogo do Gry é dado pela Figura 3.35.

y

Figura 3.35: Esboco do grafico da funcdo f(x)= x* do Exemplo 3.21.5.
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Exemplo 3.21.6 Encontre, se existir, os pontos de inflexdo da funcao f(x) = x>*—6x*+
9x +1.

Solucdao: Temos que os candidatos a ponto de inflexao sdo os pontos onde f”(x) =
0ou f”(x)ndo existe. Como f’(x)=3x?>—12x+9 e, consequentemente, f”(x)=6x—
12, segue que f”(x) existe para todo nimeroreale f”(x)=0<6—12x =0 x =2.
Assim, o candidato a ponto de inflexdo é o ponto x = 2. A reta tangente ao gréfico
de f existe em x =2 e, além disso, como f”>0se x >2e f”(x)<0se x <2, segue
que x =2 é um ponto de inflexdo do gréfico de f. Um esbogo do Gr; é dado pela
Figura 3.36.

[ X
Figura 3.36: Esboco do grafico da fun¢ado f(x)= x*—6x2+9x+1 do Exemplo 3.21.6.

Exemplo 3.21.7 Encontre, se existir, os pontos de inflexdo da fungéo f(x)= x 3,

Solucdao: Temos que os candidatos a ponto de inflexdo sdo os pontos onde f”(x) =
0 ou f”(x)nao existe. Como
1 -2 1 2

1 = 21
/ = — Y 3 = = " —_- . — 3 1:___
Fx)=gx¥ == =3 gaF =

segue que f”(x) nao existe para x =0 e f”(x) # 0, para todo x € R. Como existe
a reta tangente ao grafico de f em x = 0 (a reta tangente é vertical), segue que o
candidato a ponto de inflexdo é o ponto x = 0. Assim, tendo f” >0se x <0e
f”(x) <0se x>0, segue que x = 0 é um ponto de inflexdao do grafico de f. Um
esbogo do Gry € dado pela Figura 3.37.

-

Figura 3.37: Esbocgo do grafico da func¢ado f(x)= x3 do Exemplo 3.21.7.
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Exemplo 3.21.8 Encontre, se existir, os pontos de inflexdo da fungao f(x)=(1—2x)>.

Solucdao: Temos que os candidatos a ponto de inflexdo da funcdo f sdo os pontos

onde f”(x)=0ou f”(x)nao existe. Como f’(x)=3(1—2x)*-(1—2x) =—6(1—2x)?

e, consequentemente, f”(x)=—12(1—2x)'-(1—2x) =24(1—2x), segue que f”(x)
1

existe paratodo x eRe f"(x)=0=24(1-2x)=0&= x = 7 Assim, o candidato a

1
ponto de inflexao é o ponto x = X

1
> é um ponto de
inflexdo do gréfico de f. Um esbogo do G r; é dado pela Figura 3.38.

1 1
Como f” >0se x < > e f”(x) < 0se x> —, segue que x =

y

Figura 3.38: Esbogo do gréfico da funcdo f(x) do Exemplo 3.21.8.

Exemplo 3.21.9 Encontre, se existir, os pontos de inflexdo da funcdo f(x)=sen(x).

Solucdo: Temos que os candidatos a ponto de inflexao sdao os pontos onde f”(x)=
0 ou f”(x)ndo existe. Como f’(x)= cos(x) e, consequentemente, f”(x)=—sen(x),
segue que f”(x) existe paratodo x eR e

f’(x)=0< —sen(x)=0< x =kmn, com k €Z.

Dai, os candidatos a ponto de inflexao sdo os pontos da forma x = k7, com k € Z.

Como os pontos da forma k7, k € Z, sdo limites entre o 1° e 0 4° quadrantes
ou entre o 2° e 0 3° quadrantes, segue que a segunda derivada da funcao inverte o
sinal para pontos antes de x = k7t e depois de x = k7. Portanto, os pontos da forma
x = km sdo os pontos de inflexdo do grafico de f. Um esbogo do Gry é dado pela
Figura 3.39.

Figura 3.39: Esbocgo do gréfico da funcdo f(x) do Exemplo 3.21.9.

Até aqui ja foram apresentados quase todos os conceitos necessarios para fa-
zermos o esboco do grafico de qualquer funcao. Ja sabemos encontrar as raizes da
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funcdo (em alguns casos), as assintotas horizontais e verticais do gréfico, fazer um
estudo do crescimento e da concavidade, encontrar os pontos de extremos relati-
vos e os pontos onde o grafico muda de concavidade. Agora é apresentado um caso
raro, mas importante, que é quando aparecem as Assintotas Obliquas. Depois disso,
podemos fazer o esboco do gréfico de qualquer funcio.

G
g(x)
forma que f,g : R — R sejam polinébmios e o grau de [ seja uma unidade maior do

r(r)

que o grau de g. Assim, temos que h(x) = @ +mx +t, como o grau de r menor do

queograudeg. Entdo, aretar : mx +t é a Assintota Obliqua do grdfico de h.

Definicao 3.21.4 Seja h: X c R — R uma fungdo racional da forma h(x) =

Portanto, para aparecer uma assintota obliqua temos que ter uma funcao raci-
onal com o grau do polindomio do numerador sendo uma unidade maior do que
o grau do denominador. Dividindo o denominador pelo numerador aparece uma
funcdo afim, que vai ser a nossa assintota obliqua. Vejamos os exemplo.

x2+3
x—1

Exemplo 3.21.10 Encontre, seexistir, as assintotas do grdfico da funcgdo f(x) =
e faca um esbogo do Gry.

Solucao: Temos que areta x =1 é uma assintota vertical ao grafico de f, visto que

x—1-

lim f(x)=—oc0e }i_r)%f(x):+oo.

Além disso, temos que Gy ndo possui assintotas horizontais, visto que

3

1+—2
xllinoof(x)‘:xliinool T |=1e°

x Xx2

Por fim, como f(x)=x+1+

T segue que a reta r : x +1 € uma assintota

obliqua. A Figura 3.40 apresenta um esboco do gréfico de f.

(9%

/\

Figura 3.40: Esboco do gréfico da funcao f(x) do Exemplo 3.21.10.
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x2-3

Exemplo 3.21.11 Encontre, se existir, as assintotas do grdfico da fungdo g(x) = >

e faca um esbogo do Gr,.

Solucdao: Temos que areta x =2 é uma assintota vertical ao grafico de g, visto que
lim g(x)=—oc0 e lim g(x)=+o00.
X—2- x—2+

Além disso, temos que g ndo possui assintotas horizontais, visto que

3
. s x2 | _
xl—1>I:gloog(x)‘_ A 5| =+

x x2

Por fim, como g(x) = x+2—

segue que a reta r : x +2 é uma assintota

’

obliqua. A Figura 3.41 apresenta um esboco do gréafico de g.

L

A

[

Figura 3.41: Esbocgo do gréfico da fun¢do g(x) do Exemplo 3.21.11.

Usando todas as informacdes construidas até aqui, ja podemos fazer o esboco
do gréfico de qualquer funcdo de maneira precisa. A seguir é apresentado um pro-
cedimento que sintetiza todos os conhecimentos e que vai ajudar a fazer alguns
esbocos de graficos de funcoes.

Observacao 3.21.2 Construindo o esbogo do grdfico de uma funcao f :
I°- Determine o dominio da funcéo f .

2°- Encontreas raizes da fungdo f, quando possivel, ou seja, encontre os pontos onde

f(x)=0.
3°- Encontre o ponto de intersec¢do do Gy com o eixo das ordenadas (0, f(0))).
4°- Encontre as assintotas ao grdfico da fungdo f (vertical, horizontal e obliqua).

5°- Calcule f’ e f”, encontrando os pontos criticos e os candidatos a ponto de inflexéo
ao Gry e faga um estudo do crescimento e da concavidade do Gry.

Com esse procedimento, podemos construir o esbo¢o do grafico de qualquer
funcdo de uma maneira precisa. Agora, vamos aos exemplos.
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Exemplo 3.21.12 Faga o esbogo do grdfico da fungdo f(x) = x*—3x*+3, de uma
maneira precisa.

Solug@o: Temos que D; =R, f'(x)=3x*—6x e f”(x)=6x—6. Assim, f’ e f” exis-
tem para todos os niimeros reais, pois ambos sdo polindomios. Além disso, f'(x) =
0=3x*6x=0=3x(x—2)=0 x=00ux=2ef’(x)=06x—6=0= x=1.
Portanto, os pontos criticos de f sdo os pontos x =0 e x =2 e o candidato a ponto
de inflexdo é o ponto x = 1. O estudo de sinal da derivada é dada pela Figura 3.42.
+ =+
0 2

> f'(x)=3x*—6x.
Figura 3.42: Estudo do sinal da derivada da funcéo f(x)= x3>—3x%+3.

Por outro lado, o estudo de sinal da segunda derivada é dada pela Figura 3.43.

- ‘ +
1

> f"(x)=6x—6.
Figura 3.43: Estudo do sinal da segunda derivada da funcdo f(x)= x®—3x2+3.

Observe que f ndo possui assintotas verticais e obliquas, visto que f é um po-
lin6mio. Além disso,

lim f(x)=—ocoe lim f(x)=+00

X——00 x—+00

e, por isso, f ndo possui assintotas horizontais. A Tabela 3.6 sintetiza todas as in-
formacgoes sobre f, f' e f”.

| x| f | f|f’] Crescimento | Concavidade | Conclusio |
x<0 + | — Crescente P/ Baixo
x=0 310 maéaximo local
0<x<l1 — | — | Decrescente P/ Baixo
x=1 1 0 ponto de inflexdo
1<x<2 — | 4+ | Decrescente P/ Cima
x=2 —-1(0 minimo local
x>2 + | + Crescente P/ Cima

Tabela 3.6: Estudo da fungéo f(x)= x*>—3x%+3.

Com isso, temos que o Esboco do gréfico da funcao f fica dado pela Figura 3.44.

30V

1

Figura 3.44: Esboco do gréfico da funcao f(x) do Exemplo 3.21.12.
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Exemplo 3.21.13 Faca o esbogo do grdfico da fungdo g(x) = xzx

7 de uma maneira
precisa.

oy 8(3x*—8x*—16)
e )= —ra gy T

Solugdo: Temos que Dy =R\ {£2}, g’(x) =

(36‘2—4)(162 + g) ) x4 g

(x2—4)  (x2—4p
meros reais diferente de £2, g'(x)=0& 8x =0 x=0e g"(x) #0,V x € D,.
Portanto, o ponto critico é o ponto x =0 e g ndo tem candidatos a ponto de inflexao.
Temos que o estudo de sinal da derivada é dada pela Figura 3.45.

—0oX
(x2—4)

. Assim, temos que g’ e g” existem para todos os nu-

+ — \ , _ —8x
6 ? g(X)_(x2—4)2.
xZ
Figura 3.45: Estudo do sinal da derivada da funcdo g(x) = -
x —

Por outro lado, o estudo de sinal da segunda derivada é dada pela Figura 3.46.

8

+ , _ , + \ x2+§
_ ‘ 4 "(x)= .

2 2 g"(x) (x2—4p

Figura 3.46: Estudo do sinal da segunda derivada da func¢ao g(x)=

x2—4
Como
x2 2
lim g(x)= lim =—00, lim g(x)= lim =400,
X——2- xX——2- x22—4 x——2+ x——2+ x22—4 ’
fimp g(0)= lim g =—o0,  lim gl0)= limy 5y = oo

segue que as retas x =—2 e x =2 sdo assintotas verticais ao grafico de g.
2
. . X .
Por outro lado, como lim g(x)= lim = lim
x—+00 x—oto0 x2—4 x—+00 4

= 1, segue que
x2

y =1 é a assintota horizontal do gréafico de g. Temos que g nao possui assintotas

obliquas, visto que o numerador e o denominador sao polindmios de mesmo grau.

Na Tabela 3.7 temos um compilado das informacdes obtidas para a funcao.

| x | g | g’ | g” | Crescimento | Concavidade | Conclusdo |
x<-2 + | + Crescente P/ Cima
—2<x<0 + | — Crescente P/ Baixo
x=0 0|0 maximo local
O<x<2 — | — | Decrescente P/ Baixo
x>2 — | + | Decrescente P/ Cima
x2

Tabela 3.7: Estudo da funcao g(x)= P
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Portanto, temos que o Esboco do gréfico da funcao g fica dado pela Figura 3.47.

Figura 3.47: Esbocgo do gréfico da fungdo g(x) do Exemplo 3.21.13.
|

Exemplo 3.21.14 Faca o esbogo do grdfico da fungdo h(x) = 5x% —x3, de uma ma-
neira precisa.

_5(2—1x)

Solucdao: Temos que D, =R, h'(x) = ?x? — §x§ 3] e, por isso, h”(x) =
X3
—10 o, 10 _ 10/1+x
Tx% —?x% =3 ( - ) Assim, h’ e h” existem para todos os nimeros reais
X3

diferente de zero, h'(x)=0=2—x =0 x=2eh’x)=0=1+x=0 x =
—1. Portanto, os pontos criticos do grafico de h sdo os pontos x =0 e x =2 e 0s
candidatos a pontos de inflexao sdo os pontos x =—1 e x = 0. Um estudo de sinal
da deriva é dada pela Figura 3.48.

+

2—x
5
X

3
/

f

v ¥ ¥

(x)

I I
I I
| |
T T
l l
1 1
| |

0 2

Figura 3.48: Estudo do sinal da primeira derivada da fun¢do h(x) = 5x3—x3.

O estudo de sinal da segunda derivada é dada pela Figura 3.49.

+ +

> x+1
— N —10

7 1
9x3

>1"(x)

+

I I
I I
I I
T T
l l
1 1
I |

-1 0

wlx

2
3

Figura 3.49: Estudo do sinal da segunda derivada da funcado h(x)=5x3 —x3.

Observe que h ndo possui assintotas verticais e obliquas. Além disso,

lim h(x)=+occe lim h(x)=—oc0

X——00 X—+00

e, por isso, h nao possui assintotas horizontais. Fazendo um estudo do sinal de h’
e h” chegamos a Tabela 3.8.
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| X | h | W' | h” | Crescimento | Concavidade |  Conclusdo |
x<—1 — | 4+ | Decrescente P/ Cima
x=—1 6 0 Ponto de inflexao

—1<x<0 — | — | Decrescente P/ Baixo

x=0 o |#F] 3 Minimo Local
0<x<2 + | — Crescente P/ Baixo

x=2 3v4 | 0 Maximo Local
x>2 — | — | Decrescente P/ Baixo

Tabela 3.8: Estudo da funcao h(x)= 5x3—x3.

5
3

Temos que o ponto x = 0 ndo é um ponto de inflexdo, pois ndo existe reta tan-
gente nesse ponto. Com isso, temos que o esboco do grafico da funcao £ fica dado

pela Figura 3.50.

—_—t> X

Figura 3.50: Esboco do gréfico da funcao h(x) do Exemplo 3.21.14.

Agora, faga alguns exercicios. Bons estudos

3.22 Exerci

cio

Exercicio 3.22.1 Encontre as assintotas do grdfico de cada uma das fungoes a seguir,
quando existir. Encontre também os pontos criticos e os pontos de inflexdo das fun-
¢oes, caso existam. Faga um estudo do crescimento e da concavidade de todos os pon-
tos da fungao e faga o esbogo do grdfico.

a) f(x)=2x3—6x

b) f(x)=x*—2x3;

¢) f(x)=x3+5x*+3x—4;

d) f(x)=x*—3x3+3x2+1;

+1;

e) f(x)=3x°—5x*%

D Fx)=(x+1P(x—2)%

8 flx)=——7i
x—8

m fl)="=2

) _ x*—4x-5

D fx)=—0p—>—
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) x34+2x%+4
P o=
x* x3
k = T 241
) f(x) 2 3 X+

4

D f(x)= %—2x3+3x2+1;



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFS]

x2+1 x>—8 2x%—1
; n) f(x)= ; ;
x2—1 x—3 x+3

m) f(x)=

xc, se x<0

, ; sen(x), se
2x°, se x=0 s) f(x)=

T

p) f(x)= Osx<
T

sen(x——), se —<x<
2 2

x* se x>0 ’ ) f(x):?)COS(Zx),XE[—n,ﬂ];

u) f(x)= tan(g), x €(—m,m);

{
{ —x*, se x<0
{

v) f(x)=sen(x)+cos(x), x €[—2m,27].
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