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1.9 Comprimento de Arco
Agora, vamos definir formalmente o que chamamos de Curva.

Definicao 1.9.1 Considere um intervalo I C R. Chamamos de Curva ¢ C
R", definida em I a fungao
c: I —R"

Observacao 1.9.1 Em outras palavras, a Definicao 1.9.1 diz que qualquer
fungao vetorial continua f(t) = (fi(t), -, fult)), com t € I, é uma curva.
Ou seja, uma curva € o lugar geométrico dos pontos P € R"™ que tem valor
POSICAo f(t), comt e l.

Além disso, a Definicao 1.9.1 nos diz que uma curva é a imagem de uma
funcao vetorial e, por isso, a representacao geométrica da curva € o desenho

do conjunto imagem dessa funcao.

Quando estivermos no espaco euclidiano, uma curva é dada por uma equacao

—

vetorial da forma f(t) = (fi(t), f2(t), f3(t)) e sua representagao grafica serd
no espago euclidiano, como veremos na Figura 1.6.

z

Figura 1.6: Ilustragao de uma curva no Espaco Euclidiano.

Uma aplicacao 6bvia pode ser vista com o movimento de corpos. Por exem-

plo, se f(t) é o vetor posigao de uma particula em movimento, entao, a curva
Cc coincide com a trajetéria da particula.

Definicao 1.9.2 Sejam
I = I1<t)
T = $2(t>

(1.1)

Ty = a:n(t)

fungées continuas de uma varidvel t, definidas para t € [a,b]. Entao, as
FEquagoes (1.1) sao chamadas de Equagoes Paramétricas de uma curva et €
chamado de Parametro.

Com as equacoes paramétricas de uma curva, é possivel obter uma equacao
vetorial para a mesma, basta considerar o vetor posigao f(t) de cada ponto
da curva, como visto na Figura 1.7
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Figura 1.7: Representacao paramétrica de uma curva

—

As componentes de f(t), em cada tempo ¢ € I, sdo as coordenadas do ponto
no instante. Portanto, a curva fica dada por

—

f@) = (21 (t), -, wa(t)).

Exemplo 1.9.1 A equagdo vetorial 7(t) = (t,t,t) representa uma reta cujas
equacoes paramétricas sao dadas por

8

(?)
(t)
(t)

Um esboco dessa curva € dado pela Figura 1.8.

<

t
t.
t

N

Figura 1.8: Representagao grafica da curva 7(t) = (t,t,1t).

|
Exemplo 1.9.2 As equacdes paramétricas
x(t) = 2cos(t)
y(t) = 2sen(t) .
z(t) =3t
representa uma hélice circular. Sua equagao vetorial € dada por
7(t) = (2cos(t), 2sen(t), 3t).
Um esboco desta curva é dada pela Figura 1.9.
|
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Figura 1.9: Representacao gréfica da hélice circular #(t) =
(2cos(t), 2sen(t), 3t).

Exemplo 1.9.3 A equagdo vetorial 7(t) = (t,1%,3) representa uma pardbola,
pois y = 22 e z = 3. Suas equacoes paramétricas sao

x(t) =t
y(t) =1* .
2(t) =3

Um esbo¢o desta curva € dado pela Figura 1.10.

/

Figura 1.10: Representagao gréfica da pardbola 7(t) = (¢, 2, 3).

No Curso de Caélculo forma estudadas outras curvas, por exemplo, as senoi-
des, tangentoides, exponenciais, logaritmicas, etc. Aqui, vamos rever a curva
arco-tangente.

Exemplo 1.9.4 Seja c: (t, arctg(t)), com t € R. Determine a imagem de c
uma sequnda curva r tal que I'm, = Im,..

Solugao: Considere z = t. Entao, temos que y = arctg(x) e, por isso, a
curva ¢ é a curva arco-tangente. Dessa forma, temos que um esbogo da curva
c fica dado pela Figura 1.11.

Uma curva r tal que Im. = I'm, pode ser obtida por ¢ : (", arctg(t")), com
n € Z e n sendo um numero impar. [ |

Agora vamos apresentar outras defini¢oes tteis sobre curvas, comecaremos
com as que podem ser representada num plano.
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Figura 1.11: Representagao grafica da fungao c : (¢, arctg(t)).

Definicao 1.9.3 Uma Curva Plana é uma curva cuja tmagem pode ser re-
presentada totalmente num plano do espaco. Uma curva que nao € plana é
chamada de Curva Reversa.

Exemplo 1.9.5 Conhecemos muitas curvas, sendo que quase todas sao pla-
nas. Vejam alguns exemplos.

a) A reta, a pardbola, a hipérbole, a senoide, a tangentoide e a circunferéncia
sao alguns exemplos de curvas planas;

b) A hélice circular é uma curva reversa.

Podemos ter ainda outras defini¢oes. Por exemplo, podemos ter curvas fe-
chadas ou abertas, podemos ter curvas simples ou com alto intersec¢ao, entre
outras. Vejam a préxima defini¢ao.

Definicao 1.9.4 Uma curva parametrizada 7(t), com t € [a,b], € dita ser
uma Curva Fechada se 7(a) = 7(b), caso contrdrio ela é chamada de Curva
Aberta.

Definicao 1.9.5 Uma curva parametrizada 7(t), com t € [a,b], € dita ser
uma Curva Simples se 7(ty) # 7(ts) para todo t1,ts €la,bl. Caso contrdrio
dizemos que a curva € Nao-Sitmples ou que a curva tem Alto-Interseccao.

Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 1.9.6 Observe a Figura 1.12.
O o/ XO /™~
(a) (0) (c) (d) (e) (f)

Figura 1.12: Representagao da curvas no plano.

Dessa forma, temos que:
o As curvas ilustradas em (a), (b) e (e) sao exemplos de curvas fechadas;

o As curvas ilustradas em (c), (d) e (f) sao exemplos de curvas abertas;
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o As curvas ilustradas em (a), (b), (¢) e (f) sao exemplos de curvas
simples;

o As curvas ilustradas em (d) e (e) sao exemplos de curvas com alto-
mtersecao.

|

Agora, vamos desenvolver uma forma de calcular o Comprimento de uma

curva. A ideia que utilizaremos aqui é aproximar a medida de cada arco por

segmentos de reta. Considere uma curva ¢ : I = [a,b] — R™ diferencidvel

cuja representacgao grafica é dada pela Figura 1.13. Considere também uma
particato P=a=ag < a1 < as < --- < ap_1 < a, = b para o intervalo I.

15TV

4

3.5

Figura 1.13: Representagao gréafica de uma curva c.

Dessa forma, podemos considerar o segmento de reta t;_1Z;, que liga os pontos
t;_1 a t;, sendo que a medida desse segmento pode wsado como uma
aproximacao para a medida do comprimento da curva t;_;t;, entre os pontos
t;_1 a t;. Assim, temos que

|[tiatal| = |[tiatal.

Fazendo a soma dessas aproximacoes para todos os intervalos obtemos

Sl
=1

que ¢é a Soma de Riemann para a medida do comprimento da curva ¢ de a
até b. Como a curva ¢é diferenciavel, pelo Teorema do Valor médio, temos
que ||ti—1ti|| = || (s)||As, onde ¢; € [ti—1,t;] e A; = t; — t;_1. Desta forma,

temos que
n n
Z |[ti1ts]| = Z [l ()l A
i=1 i=1

Assim, quando o limite dessa soma de Riemann existe, ele é a integral de-
finida da funcao ||¢(s;)|| de a até b e, por isso, essa integral é chamada de
Comprimento da Curva c, de a até b, como visto a seguir.
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Defini¢ao 1.9.6 Seja ¢ : I = [a,b] = R™ uma curva com derivada continua
em I. Definimos o Comprimento L(c) da curva em I € dado por

uaz/ﬂamut

Exemplo 1.9.7 Calcule o comprimento das curvas a sequir, no intervalo
indicado.

a) c: (cos(t),sen(t),t), com t € [0, 27|,

b) c:(t,t%,2), comt € [-2,2];

Solucao:

a) Temos que c(t) = (cos(t),sen(t),t). Assim,

d(t) = (—sen(t),cos(t), 1)

e, consequentemente,

| ()] = v/sen2(t) + cos2(t) + 12 = V2.

Portanto,
21
2m
L(c) = /\/idt = \/it’ = 2mV2 u.c.
0
0
b) Como
c(t) = (t,%,2),
Segue que

d(t) = (1,2,0) = || (1)|] = VI + 4L,

Desta forma, temos que

2 2
/1
L(c):/v1+4t2dt:2/ Z_l+t2dt:
Z9 Z9
t /1 (3)°
=2 =1/- 24 227
(2 4+t + 5 n

2
2t + /1 + 412 )) B
-2

2
:(fﬁ+1m<4+jﬁ>)_<-fﬁ+1m<:iilﬁ>):

Y
4

1
= (%\/1—1—4752—1—1111(

4 4 2

= 2\/1_7—1—% (ln <%1_7> —In <_4+\/ﬁ>> = 2\/1_7+%ln(4+\/ﬁ).
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Observagao 1.9.2 Seja ¢ uma curva dada pela equagao vetorial
F@) = (xl(t)u Zl}g(t), T wrn(t))? te [CL, b]

Dessa forma,

1) = V(@ ()2 + (@5(6)? + - + (2,(2))?,

e, por isso, temos que o comprimento da curva L(c) fica dado por

L(c) = / V@O + @O)E + -+ (@ (1)

Exemplo 1.9.8 Calcule o comprimento do arco da curva cuja equagdo ve-
torial é ,
F(t) = (t,t3), 1 <t <4

Solugao: O comprimento de arco L(c) da curva é dado por

L(e) = / VEOR T 0

Assim, como

2 2 \? 4495 \4+9ts
7 (t) = (Lgt—é) = \/12+ (3_1) :\/ +9t5 + 3’
ts

9t3 3t3

segue que

4 2
Lic) = / —”43;9’53&.
1 3

Chamando v = 4 + 9t%, temos que du = 613 dt e, substituindo na integral,

chegamos a
4 3
1 2
= — 4+ 9ts
= (\/ +9 )

4
L(c) = / ﬂdu _ (1. 2u%
. 18 183" )|,

Portanto,
1 3
L(c) = 7 [(\/18\3/§+ 4) — 13\/13] u.c..

Exemplo 1.9.9 Calcule o comprimento de arco da hélice circular c(t) =
(cos(t), sen(t),t), com 0 <t < 1.
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Solugao: Temos que ¢/(t) = (—sen(t), cos(t), 1) e, por isso,
1Ol = v/(=sen(t)) + (cos(t))? + (1) = VI +1= V2.

Assim, o comprimento da hélice circular L(c) fica dado por

Le) = /ﬁdt: Vai| = Vauc

Exemplo 1.9.10 Encontre o comprimento de arco da hélice circular 7(t) =
(cos(t), sen(t),t), do ponto A = (1,0,0) ao ponto B = (—1,0,m).

Solugao: Como z(t) =t e desejamos encontrar o comprimento de arco L(c)
do ponto A = (1,0,0) ao ponto B = (—1,0, ), temos que 0 < ¢ < 7. Além

d
disso, —T(t) = (—sen(t), cos(t), 1) e, por isso, temos que

dt

dr H
Dai,

= /(—sen(t))? + cos?(t) + 12 = \/sen?(t) + cos®(t) + 1 = /2.

%(t)

L(c):/owx/ﬁdt:ﬁ/oﬂdt:ﬂ 2 u.c..
|

b
Observagao 1.9.3 Na integral L(c) = / || (t)]|dt, se o limite superior b é

substituido por um limite varidvel t, com t € [a,b], a integral torna-se

s(t) = / 1€/ |

A fungdo s = s(t) é chamada de Fung¢ao Comprimento de Arco e ela mede o
comprimento de arco da curva ¢ no intervalo [a,t].

Exemplo 1.9.11 FEscreva a fun¢ao comprimento de arco de uma circun-
feréncia de raio r.

Solugao: Na definicao de funcao comprimento de arco temos que a é

um ponto do dominio de f e, por isso, podemos tomar qualquer ponto ar-

bitrario a. Assim, tome a = 0. Temos que uma circunferéncia é dada por
T

7(t) = (rcos(t),rsen(t)), com t € [0,2m]. Dessa forma, como —(t) =

dt
(—rsen(t), rcos(t)), segue que

%(t)” = \/7“236n2(t) + 1r2cos?(t) = V2 =r.

t t
s(t) = / rdt* = r/ dt* = rt.
0 0

36

Portanto,



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

Exemplo 1.9.12 FEncontre a fung¢ao comprimento de arco da hélice circular
7(t) = (2cos(t), 2sen(t), t).
Solugao: Tome a = 0. Além disso, como 7(t) = (2cos(t), 2sen(t),t), segue
d—)
que d—;(t) = (—2sen(t),2cos(t), 1) e, por isso,
dr
%(t) = /4sen?(t) + 4cos?(t) + 1 = /5.

Assim,
t t
s(t) :/ Vadt* = \/3/ dt* = V/5t.
0 0
|

Observagao 1.9.4 As vezes é conveniente parametrizar uma curva pelo seu
comprimento de arco. Para reparametrizar uma curva suave C, dada por
m(t) = (x(t),y(t), 2(t)), com t € [a,b], proceda como a sequir:

i. Calcule s = s(t);
it. Encontre a sua inversa t =1(s), 0 <s <I;
iti. Reescreva a fungio 7 como sendo h(s) = 7(t(s)) = (z(t(s)), y(t(s)), z(t(s))),
com s € [0,1].

Temos que h(s) representa a mesma curva ¢ dada por 7(t), mas com uma
nova parametrizacao, em que a varidvel s, 0 < s < I, representa o compri-
mento de arco de c.

Exemplo 1.9.13 Reparametrize pelo comprimento de arco a curva c : 7(t) =
(rcos(t), rsen(t)), com 0 <t < 2.

Solugao: No Exemplo 1.9.11 foi visto que a fungdo comprimento de arco
S

de uma circunferéncia de raio r é s(t) = rt. Assim, s = rt =t = —. Como
r

0<t<2r=0<rt <2mr=0<s < 2nr. Portanto,

h(t) = (rcos (;) ,rsen <§>) , 0< s <2mr.

r

Exemplo 1.9.14 Reparametrize pelo comprimento de arco a curva dada por
7(t) = (e'cos(t), e'sen(t)), com t > 0.

Solugéo: Temos que j—j(t) = (e'cos(t) — e'sen(t), e'sen(t) + e'cos(t)). As-
dr
' %(t)H = +/(etcos(t) — etsen(t))? + (etsen(t) + etcos(t))? =
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= \/e2cos?(t) — 2e2tsen(t)cos(t) + e2tsen?(t) + e2tcos?(t) + 2e2tsen(t)cos(t) + e2tsen?(t) =
=e'V2.

Dessa forma, temos que

s(t) = /Ot V2eldt* = V2! || = V2(e' - 1).

S S
Entdo, ¢! = —+1=t=In (—+1). Além disso, como t > 0 = ! >
V2 V2

1= s=c¢'—1>0. Portanto,

i) = (S 41) (cos (10 (51 ) csen (10 (551 ) ) 520

|
Exemplo 1.9.15 Dada uma curva ¢, representada por 7(t), mostre que se
|17 (t)|| = 1, entdo, o parametro t € também o pardametro comprimento de
arco s de c.

Solugao: Observe que

s(t) = /0t||f'(t*)||dt* - /Otdt* — 1.

Portanto, o parametro ¢t é o parametro comprimento de arco s de c. |

s 2s

V5 V5

Exemplo 1.9.16 Verifique que a curva c : ﬁ(s) = ( ) , 8§ >0 estd
parametrizada pelo comprimento de arco.
Solugao: Temos que a curva ¢, dada por E(S), esta parametrizada pelo

- - 1 2
comprimento de arco se ||W/(s)||] = 1. Assim, como h'(s) = ( ),

WA

segue que
- 1 4
H(s)||=4/=+==1.
BN = 15+
Portanto, a curva c esta parametrizada pelo comprimento de arco. |

Uma curva pode nao ser diferencidavel em todos os pontos, ou seja, ela pode
conter pontos agudos (bicos), como pode ser visto nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.9.17 Considere a curva dada por 7(t) = (t*,t%), com —1 <t <
1. Um esbogo dessa curva € dado pela Figura 1.14.

—0.2 0.2 4 06 08 1 12

Figura 1.14: Esbogo da curva 7(t) = (¢*,¢3), com —1 < ¢ < 1.

38



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

No ponto P = (0,0), que corresponde ao parametro t = 0, eziste um bico.
Além disso, temos que 7'(t) = (2t, 3t%) e, consequentemente, 7 (0) = (0,0).

Exemplo 1.9.18 Considere a funcao vetorial dada por

. [, 0<t<
() {(t,l),1§t§2’

com 0 <t < 2. Um esbogo da curva descrita por essa func¢ao € dada pela
Figura 1.15.

1.5

0.5

Figura 1.15: Esboco da curva do Exemplo 1.9.18.

No ponto P = (1,1), que correspondente ao valor de t = 1, temos um ponto

anguloso. Observe também que para t = 1, o valor de 7'(t) nao existe.
[ |

Vamos agora construir a ideia para o que chamaremos de Curvas Suaves.
Geometricamente, dizemos que uma curva é suave se ela é caracterizada pela
auséncia de bicos. Ou seja, em cada ponto da curva existe uma tnica reta
tangente que varia continuamente quando nos movemos sobre a curva. Um
esbogo do grafico de uma curva suave é dada pela Figura 1.16.

z

P

Figura 1.16: Representacao do esbogo do grafico de uma curva suave.
Dessa forma, temos que uma curva sera suave quando podemos parametrizar

a curva por 7 : I € R — R de forma que 7(t) exista e que 7(t) # 0 para todo
t € I, como veremos na definigdo a seguir.
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Definicao 1.9.7 Uma curva ¢ € dita ser Suave (ou Regular) se a curva

—

dr
¢ admatir uma parametrizacao ¥ : I C R — R que tenha derivada E(t)

—

d
continua e d—;(t) # 0, para todo t € 1.

Algumas curvas nao sao suaves. Contudo, conseguimos dividir essa curva
em um numero finito de regioes de forma que cada uma dessas regioes sao
suaves. A préxima definicao serd sobre esse tipo de curva, chama de Curva
Suave por Partes.

Definicao 1.9.8 Uma curva € dita ser Suave por Partes se ela puder ser
dividida num niumero finito de curvas suaves.

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 1.9.19 a) A reta, a circunferéncia, a elipse, a senoide, a expo-
nencial e a curva logaritmica sao exemplos de curvas suaves.

b) A hélice circular também é uma curva suave.

¢) Na Figura 1.17 temos alguns esbogos de curvas suaves por partes.

1

Figura 1.17: Esbogo da curvas suaves por partes.
|

Observacao 1.9.5 Se uma curva ¢ € suave por partes, entao, o seu compri-
mento é dado por

t1 t2 b
1= [l [Ce@la s [l
a t1 tn—1

onde la,t1], [t1,t2], -+, [tn—1,b] sdo os subintervalos de |a,b] nos quais a
curva c € suave em cada um deles.

Exemplo 1.9.20 Calcule o comprimento de arco da curva c(t) = (t2,]t]),
com —1 <t <1.

Solugao: Um esboco da curva é dado pela Figura 1.18.
Para esse caso é preciso dividirmos o intervalo em duas partes, sendo elas
[—1,0] e [0,1]. Assim, o comprimento da curva L(c) fica dado por

L@—/WWW—/W@WH/WMWt
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-3 -2 -1 1 2

Figura 1.18: Esbogo da curva c: (%, t]).

Como d(t) = (2t,—1) se t € [-1,0] e d(t) = (2t,1) se t € [0, 1], segue que
em ambos os casos temos que ||c/(t)|| = v4t? 4+ 1. Dessa forma, temos que

1 1 1
1
1o = [Ilie= [Virsa= [2)e+ =
—1 —1 1
1 1
t [T ] 1
2| s\/t?+ -+ =1In|t 2 -
A R L +4‘
-1
1 1 1 1 1
= (4/1+>+-1 —[=y/1+ =421
( Tyt ) ( +o g

1
T4+ 4/1+= ~1+ 1+—)=

4 4

2+5

—2 =
—2++5
2

—2+4+5
9

In

1

B L (2+v/5)?
! = Vo '(—2+\/5)(2+\/5)

1
=vV5+-In

4 —4+5

(2+—\/5>2|:\/5+%ln‘2+\/5‘.
|

Exemplo 1.9.21 Seja c uma curva suave fr’epcimmetrizada pflo comprimento
de arco. Mostre que, se ¢ € representada por h(s), entdo, ||h(s)|| = 1.

Solugao: Como E(s) esta parametrizada pelo comprimento de arco, segue
que

7 — 1 — dt
h(s) =7(t(s)) = h'(s) =7 (t(s)) - Is
ds dt 1
Além di . s 115 . at ‘
ém disso, como t é a inversa de s e o || (t)]| e, por isso, s PO
Assim,
() = 7(t()) - e = [H(8)] = [P (DI - e = 1
s)=r —_— s =7 (t(s))]] - =1.
|7 ()] |17 ()]
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Portanto, se ¢ é uma curva suave reparametrizada pelo comprimento de arco,
entao, [|h(s)|| = 1. |

Agora vamos falar sobre a Orientacao de curvas. Qual a importancia disso?
Imagine que um ponto material esteja se deslocando sobre uma curva suave
c. Dessa forma, temos que existem dois possiveis sentidos de percurso e, por
isso, devemos escolher um para ser o sentido positivo e, com isso, estaremos
definido uma orientagao para a curva c.

Definicao 1.9.9 Suponha que a curva suave c seja dada por7(t) = (x(t),y(t), z(t)),
t € |a,b]. Chamamos de Sentido Positivo sobre ¢ o sentido no qual a curva é
tracada quando o parametro t cresce de a atéb. O sentido oposto € chamado

de Sentido Negativo sobre c.

Uma ilustragao da Defini¢ao 1.9.9 é apresentada na Figura 1.19.

z

Figura 1.19: Tlustracao da definigao de orientacao de curvas.

A partir de agora, nessas notas de aula, quando considerarmos uma curva
suave ¢, ela vai ser representada por

(t) = (x(t),y(t), 2(1)), t € [a, ],

e, além disso, ela sera uma curva orientada com sentido positivo de percurso
sendo dado pelo sentido de valores crescente do parametro t.

Sobre as curvas suaves por partes, é possivel orientar uma curva suave por
partes, orientando cada parte suave da curva, como pode ser visto no exemplo
a seguir.

Exemplo 1.9.22 Aqui vamos apresentar uma maneira de fazer a orienta¢ao
de curvas suaves por partes, como pode ser visto na Figura 1.20.
Escolha a orientacao de uma parte suave da curva. Assim, a orienta¢do das

demais seque o sentido da primeira parte.
|

Agora, vamos falar sobre como obter uma curva —c¢ com a orientagao inver-
tida em relagao a uma curva c.
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A

Figura 1.20: Ilustracao de orientacao de curvas suave por partes.
Definicao 1.9.10 Dada uma curva suave c, cuja parametrizacao € repre-

sentada por 7(t) = (z(t),y(t),2(t)), com t € [a,b], a curva —c (Curva c
orientada no sentido negativo) € definida por

7 (t)=mla+b—t)=(x(a+b—1t),yla+b—1t),z(a+b—1)), t €|a,b].

E importante observar que a curva com orientacao negativa nao é a curva
¢ multiplicada por —1. Por fim, falaremos do comprimento de arco de uma
curva suave por partes.

Exemplo 1.9.23 Dada a curva ¢ : 7(t) = (rcos(t),rsen(t),2t), com t €
[0, 27], obtenha a curva —c.

Solugao: Temos que a curva —c é dada por
—c:7 (W)rfla+b—1t)=(x(a+b—1t),yla+b—1t),z(a+b—1)), t €]0,2n].
Assim, para esse exemplo temos que
—c: 7 (t) = (reos(2m —t),rsen(2m —t),2(2r — t)), t € [0, 27].

Como

o cos(2m —t) = cos(2m)cos(t) + sen(2m)sen(t) = cos(t) e

e sen(2m —t) = sen(2m)cos(t) — cos(2m)sen(t) = —sen(t),
segue que

—c: 7 (t) = (recos(t), —rsen(t),4m — 2t).

Agora, vamos a alguns exercicios.

1.10 Exercicios

Exercicio 1.10.1 Determine o comprimento de arco de cada uma das cur-
Vas G SEquiT.

a) 7(t) = (efcos(t), e'sen(t),e'), 0 <t < 1;
b) 7(t) = (2t3,2t,v/61%), 0 < t < 3;

c) 7(t) = (t,sen(t), 1+ cos(t)), 0 <t < 2m;
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d) 7(t) = (2(t — sen(t)),2(1 — cos(t))), 0 <t < 2m;
e) y=x3, 2=0de P=(0,0,0) a Q = (4,8,0);
f)x=1t,y=1% para 1 <t <3.

Exercicio 1.10.2 Escreva a funcao comprimento de arco de cada uma das
funcaoes vetoriais abaixo.

o) 7(t) = (sen (%) cos (%) ,Qt) ,-
b) () = (cos(2t), sen(2t), 4):

¢) T(t) = (t,1%);

4) 7(t) = (cos*(t), sen’ (1), zcos(%)).

Exercicio 1.10.3 Reparametrize pelo comprimento de arco as sequintes cur-
vas:

a) 7(t) = (V2cos(t), V2sen(t)), t € [0,2n]
b) 7(t) = (3t — 1,t + 2),

c) 7(t) = (cos(2t), sen(2t), 2t)

d) 7(t) = (e'cos(t), e'sen(t), e');

e) 7(t) = (cos(2t), sen(2t)),0 < t < g

f)ez=1—t y=2+2t =3t tel0,1].

Exercicio 1.10.4 Verifique se as curvas dadas estao parametrizadas pelo
comprimento de arco.

a) 7(t) = (sen(t), cos(t)), t >0;

a (f[)

¢) 7(t) = (2t — Lt +2,1), t > 0;

ﬁ

b) T

d) q(s) = (2cos(s),2sen(s)), s € [0,27].

Exercicio 1.10.5 Encontre a curva no sentido oposto de cada uma das cur-
Vas G SEqUIT.

0) 7(t) = (sen G) cos (%) ,2t>, te[0,7];

b) 7(t) = (cos(2t), sen(2t),4), t € [0,27];
c) (t) = (¢,t%), t € [0,4];

d) 7t) = (cos*(t), sen® (1), Zcos(Qt)), refol]
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