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1.5 A Derivada das Funcoes Vetoriais de uma
Variavel

Nessa secao vamos estender a ideia de derivadas de funcoes escalares para
a Derivada de Fungoes Vetoriais. Quando estudamos derivada de funcoes
escalares, tinhamos a definigdo que f” era dado por

fa) — 1 LE D) = )

h—0 h ’

quando o referido limite existia. Das propriedades vista para limites de
funcoes vetoriais, junto com o Exemplo 1.3.6, podemos concluir que, uti-
lizando uma definicao semelhante para as funcoes vetoriais, a derivada de
uma fungao vetorial, que vai ser dada pela derivada de cada uma das fungoes
coordenadas, como apresentado na definicao a seguir.

Definicao 1.5.1 Seja f: I C R — R" uma funcdo vetorial dada por f:

. . d .
f(t). A Derivada de f em relagao at, denotada por d_{ ou f', € definida por

df . flt+h) = f()
o) = h

para todos os valores de t € I tais que o limite exista.

Observacao 1.5.1 Da definicao de deriwvada de fungoes vetoriais de uma
varidavel e demais propriedades temos que

df

L) = (t) & filt) = ait), Vi€ (Lo n}.

Em outras palavras, encontrar a derivada de uma funcgao vetorial € obter a
deriwada de cada uma das fungoes coordenadas.

Exemplo 1.5.1 Dada a fungao vetorial

F(t) = (3t + 4t In(26* — 5), sen(3t% + 412 — 1)),

—

obtenha o vetor —f(t)

dt
Solugao: Temos que fi(t) = 3t* + 4t, logo
fi(t) = (3t* + 4t)' = 6t + 4.
Além disso, temos que fo(t) = In(2t? — 5), logo

4t
(22 —5) = —— .

f3(8) = (2> — 5))' = T

212 —5
Por fim, temos que f3(t) = sen(3t3 + 4t? — 1), logo

fi(t) = (sen(3t3+4t*—1)) = cos(3t*+4t*—1)-(3t°+4t*—1) = (9t*+8t) cos(3t*+4t*—1).
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Portanto,

df 4t ) s
—(t) = t+4, ——, (9t t t 47 —1) | .
dt() (6 + ’2t2—5’(9 + 8t) cos(3t” + )
|

O uso das propriedades para calcular limites e derivadas de fungoes sao muito
importantes, pois facilita na obtencao dos resultados. Sendo assim, apresen-
taremos algumas propriedades relacionadas a operacoes com fungoes veto-
riais, que sao obtidas diretamente das propriedades da derivada de funcoes
escalares.

Observacao 1.5.2 Considere f, g: I CR— R" fungoes vetoriais e h : I C
R — R uma func¢ao escalar. Entdo, sao vadlidas as sequintes propriedades:

o) STED0 =L+ D),

b) ) = (h%) o+ (57) 0

c) Se o produto vetorial estiver definido, entao:

G0 = (7x0) @+ <% « g) ()

L df ) 7
s _<f<t>ﬁ<f>>_f<t>%<t>
) & (FON) =~ = =

Exemplo 1.5.2 Encontre o vetor derivada de cada uma das fungoes vetori-
ais a Sequir.

- 2t — 4
a) f(t) = (3t2 Tt V212 — 5t + 4,In(|3t* — 2t|)) ;

£l 2 4 5
b) f(t) = sen(3t?)i — ——j — €5t2k;

ot +3
c) f(t) = G’tl?’# ~ 2t).
Solucgao:
a) Temos que f,(t) = 3t* — Z :L ;L Assim,
F(t) = 6t — (2t — 4)' (4t jt(i)f ——'— i()j; —4)(@t+3)

16



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

_6t_8t+6—8t—|—16_ L 22
B (4t +3)2 (4t +3)
Para a segunda funcdo coordenada, temos que fo(t) = V/2t2 — 5t + 4.

Dessa forma,
1
fo(t) = [(2t2 — 5t + 4)V3) = g(2152 — 5t 4+ 4)7232t> — 5t +4) =

B 4t — 5
33/(212 — 5t +4)2°

Para a terceira fun¢io coordenada temos f3(t) = In(|3t> — 2t|) e, assim,
6t — 2
() = (In(13t* = 2t])) = o5 - (32 = 2t) = ———.
f5(t) = (In(| D) = 35— " ( ) = 5o

Portanto,

df() o 22 At —5 6t — 2
dt (4t 4 3)? 3\/ 2t2—5t+4)2 3t2 — 2t

b) Temos que f;(t) = sen(3t?). Logo,
Fi(t) = (sen(3t?))" = cos(3t?) - (3t2)' = 6t cos(3t?).

4

Além disso, temos que fy(t) = T3 —4(5t + 3)7*. Assim,
fi(t) = (—A(5t +3)71) = —4(—1)(5t +3)2 - (5t +3) = ——
(5t 4 3)?
Por fim, temos que f3(t) = —e®. Dessa forma,
i) = (=€) = =" - (57) = —10te™".
Portanto,
df 20

L) = (6t 2y, =7 10ted ) .
dt() (6 cos(3 )’(515—}—3)2’ Ote )

- 1
c¢) Temos que f(t) = (;, 12— 2t). Dessa forma,

o= () (3 0-) -ricracs-

1 2
_ -2 -3 _
= (=1-t7%-2-¢ ,2t—2)_<—t—2,—t—3,2t—2>.
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Exemplo 1.5.3 Considere a funcao vetorial f: I C R — R” deriwavel, tal
que ||f|| =k, onde k é uma constante positiva, para todo t € I. Prove que

Fio- 40 _

dt
para o cason = 2.

Solugao: Temos que k = ||f(2)]] = \/ < > onde k é uma constante.

Dessa forma, temos que <f(t), q(t)> , por isso,

(0. 70) _ape af i, -
A :»<f<t> dt<>>+< (), <t>>

e como o produto escalar é comutativo, segue que

2<f(t),%(t)> o,

<f(t), Cfl—f(t)> —0Viel

Vamos a uma interpretacao geométrica para o caso n = 2. Como ||f(t)]| ¢

0, para todo t € I. Interprete geometricamente essa propriedade

ou seja,

constante, e o grafico de f ¢é o lugar geométrico dos pontos extremos de f
aplicados a t € I, segue que o grafico de f representa uma circunferéncia de
raio || f(t)|| (uma circunferéncia ¢ o lugar geométrico de todos os pontos que
estdo a uma mesma distancia de um determinado ponto).

. df df
Sendo assim, como { f(t), d—{(t) =0, Vi€ A, segue que d—{(t) sao todos
os vetores tangentes a circunferéncia. A Figura 1.4 traz uma representacao
grafica da interpretacao geométrica. |

Figura 1.4: Interpretacao grafico do Exemplo 1.5.3 para o caso n = 2.

Exemplo 1.5.4 Suponha que |17]| # 0 para todo t € Dz. Considere também

a fungao f(t) = ﬂ e que d(t) = —u(t). Prove que

]l dt
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L dT dT  d(||v]]) =
a) T e e sdo ortogonais; b) d=||0||— + (LLZH)T

Solucao:

a) Temos que

df _d( 1t N _d/ 1 N\ 1 d .
= (e ™) = & () ™0+ a0 =

1 d . _ I =
= |~ 3 O] 50+ gy - 5 )

Desta forma, temos que

d . S
w00 g
IO =4 = e worE N @) | =

at) -2 (i)
IR B DN R A
= 1on | ~a WO g T R
1
— = (=4 (@I + 5 (D)

- dT _
Portanto, os vetores T e 7 S80 ortogonais.

b) Temos que

BT ([ O R N

@ = wor e a0
e como d(t) = %U(t), segue que
dr d vt at
o = =i IO e+ ey
Assim, isolando @, temos que
a(t) dT 1

= (|| IO T =i
oo~ ()]
e multiplicando ||9(t)|| dos dois lados da igualdade chegamos a

a(191) 7

4T
a=||vllg+ s

como desejado.
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Visto que a derivada de uma funcao vetorial equivale a obter a derivada
de cada uma das suas funcoes coordenadas e lembrando que a derivada de
2% ordem da funcao escalar é obter a derivada da derivada de 1* ordem da
funcao, podemos estender a definicao de Derivadas de Ordem Superior para
funcgoes vetoriais, como apresentado na observacao a seguir.

Observacao 1.5.3 As derivadas de ordem superior sao definidas de maneira
andloga, ou seja,

Ef _d (df\ _(&f d

2 dt \dt ]  \ d2’ T dt2 )’

S _d(&F\ _(Ph
a3 dt \ a2 ] \d3’ O d3 )’

e assim por diante.

Exemplo 1.5.5 Encontre as derivadas de sequnda e a terceira ordem da

- 1
fungdo vetorial f(t) = (m,e_t,cos(% — 4))

Solugao: Vamos derivar cada uma das fungoes coordenadas. Temos que

fi(t) = 1142 =(1+ 4t2)_1. Desta forma,
dfl 2\—17/ 2\—2 2\/ 8t
dt(t) (14 4¢%)71] (14 4t*)72(1 + 4¢%) 7 227

2

d d
Como a derivada segunda Wél ¢é obtida derivando %, temos que

Pf
oz = [_(1 + 42

8t } _ (8147 — (81) (L +42)%)"
2 (1 +412)2)° -

_ (1 4+4)(8(1 +41%) —8t.2.81)  8+32t2 — 128 8 — 96t7

(1 + 4¢2)4 B (1+4t2)3 (1 4412)3°
. P, : d*fi
Da mesma forma, como a derivada terceira T ¢é obtida derivando TR

segue que

@@) _ (_ (8 — 96t23>’ _ (8-967) (1 +4£%)%) — (8 — 96t°)((1 + 4t%)%)

dt3 1+ 4t2?) ((1 + 4t2)3)?
o —1926(1 + 4¢%)° — 16t(8 — 96t) (1 + 4¢%)*  —192t — 768t° — 128t 4 15361°
((1 + 412)3)? (1 +412)4
_768t* — 320t
(1+4t2)* -
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Para fo(t) = e, temos que fi(t) = —e ) fo(t) = et e fJ(t) = —e "
Por fim, temos para f3(t) = cos(2t —4) que fi(t) = —2sen(2t —4), f{(t) =
—4cos(2t —4) e f3(t) = 8sen(2t — 4).
Portanto,

a2 f 8 — 9612

— ()= ——F5z, ¢, —4cos(2t — 4
0= (e o2t 1))
& f (0) = (_ 681> — 3201

— —e ! 8sen(2t —4) | .
dt3 (1+4¢2)4 7 ¢, 8sen( )>

Exemplo 1.5.6 Dada a func¢ao vetorial

—

f(t) = (tcos(t) — tsen(t), tsen(t) + tcos(t)),

determine W(t)
Solugao: Temos que (¢ cos(t)) = cos(t) —tsen(t) e que (tsen(t)) = sen(t)+
tcos(t). Assim,

df / !/ / !/

%(t) = ((tcos(t))" — (tsen(t))’, (tsen(t))" + (tcos(t))") =
= (cos(t) — tsen(t) — (sen(t) + tcos(t)),sen(t) + t cos(t) + cos(t) — tsen(t))
e, consequentemente,
%(t) = (t(sen(t) — cos(t)) — 2(sen(t) + cos(t)), —t(sen(t) + cos(t)) + 2(—sen(t) + cos(t))) .

Exemplo 1.5.7 Suponha que um ponto se desloca no plano de modo que,
para cada instante t > 0, a sua posicdo é dada por g(t) = (t*,t3). Dessa
forma, o vetor velocidade da particula fica dado por

di

d—‘j(zﬁ) — (2t,3t2), com ||G(1)]| = V42 1 Of.

Em particular, temos que g(0) = 0. A trajetéria da particula € ilustrada na
Figura 1.5.

2 4 6 8

Figura 1.5: Ilustragao da trajetoria da particula do Exemplo 1.5.7.

—

Na Figura 1.5 também € ilustrado o vetor tangente d—g(l) = (2,3), no ponto
(1,1).
|
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Exemplo 1.5.8 Considere a funcao vetorial f(t) dada no Exemplo 1.1.4,
ou seja, a funcio vetorial f(t) = 2sen(t)i + 2cos(t)] + tk, com 0 < t < 4r.
Assim, temos que o seu vetor velocidade fica dado por

o ( ) = (2cos(t), —2sen(t), 1), em todo t € |0, 4],

com

—

F ()] = V/(2c0s(t))2 + (—2sen(t))? + (1)2 = \/4(cos2(t) + sen2(t)) + 1 = V/5.
|

Agora, faga alguns exercicios para treinar. Bons estudos.

1.6 Exercicios

Exercicio 1.6.1 FEncontre a funcao T em cada item abaizo. Além disso,

encontre a norma de cada uma das fungoes vetoriais e dos vetores tangentes.
a) f(t) = (7t +3)i + (8 — 5t)j — 4k;
b) f(t) = (3> + 4,8 — 3,/1);

o) flt) = (t}rl’m’; _t)"
4) fit) = (1it2’ —_22151; 1)'
e) flt) = (t ! (82— 2t + 1)(2t2+3t));
) fo- (;_zz: 2t)
(z 22t 1+1),(t2+3)(2t—5)(3t+2));
h) F(t) = ((3t+2)2(t2 — 1), (33 + t3)(t + 3) (12 — 5), (t* — 3t2 + 4t — 1)});
i) F(t) = (3sen(t), tg(t) + cotg(t), 2t cos(t));
i) Fit) = (25‘15(1?5) tsen(t) + cos(t), dsen(t) cos(t))
k) f(t) = (83 — 2 cos(t) + 2tsen(t) + 2 cos(t), 3sec(t)tg(t)):
1) Ft) = ((3t2 +5)3(3t — 1), (2t — 5)71(4t +3)72, (t + 3)3(5t + 1)2(3t% — 4));

- t—17 2t—1 \* (12—5)3
m) () <t+2’(3t2+t—2) ’(t2+5)2>‘
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n) ft) :(4% 503,388 — 6t + 15, V142
. 1
= ( (5 —3t)3, tQ,ZCos(\/z_f));
2% —5
tg( 2 +1 '
p) g(t) <cog VE+T), 3t+1>,

q) f(r): (m’@""\/g)

Exercicio 1.6.2 Encontre a derivada de cada uma das fungoes a sequir.

a) f(t) = (In(|t3 + 1]),1In(| cos(3t)|), In(| tg(4t) + sec(4t)]));

b) Flt) = (m( 5t

2042 _
t2+4D (= D7+ 2 il ).
c) f(t) = <e5t,etg_?’,exsen(et),eet);
> 2 et —1
_ (45,3t
 fi= (e 2 (420)),
Exercicio 1.6.3 Encontre as derivadas de 1%, 2% e 3% ordem das fungoes
vetoriais a Sequir.

a) f(t) = (15 =23 + )i +t3] + (2t* — a3 + 7t — 1)k;

b) f(t) (£t = 5t, V12 + 1,4 cos(t?));

/\l

cotg

sen(t) + 1) ;

(t4 — 2+t —5, —— Sy ’ T 2tg(3t), cos(2t) — sen(Qt)) .
_

Exercicio 1.6.4 Seja f R — R? a funcao vetorial dada por f( ) = (e, 1).

—»

Trace a curva descrita por f gunto com os vetores tangentes f’( ) e f'(1).

Exercicio 1.6.5 Seja f : [0,1] — R3 a fungdo vetorial dada por f(t) =
(t,t2,3).

- 111
a) Trace a curva descrita por f no R? e trace a reta tangente em <§, vk g)
b) Determine a norma do vetor tangente.

c¢) Determine todos os pontos da curva descrita por f nos quais o vetor
tangente € paralelo ao vetor (4,4,3).

d) Ezxiste algum ponto no qual a tangente é perpendicular a (4,4,3)? Por
que?
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