Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFS]

1.7 Definicao e Exemplos de Funcoes
Vamos agora apresentar uma definicdo para Fungoes.

Definicao 1.7.1 Sejam A, B ¢ R. Uma Fungdo (ou uma Aplicag¢do) de A em B, de-
notado por f : A— B, é uma regra que associa todos os elementos de A a um vinico
elemento de B. Notacdo:
f: A —- B
x = flx)
|

Em outras palavras, a Definicdo 1.7.1 nos diz que se f : A — B é uma funcao,
entdo, todo elemento do conjunto A estd relacionado com algum elemento do con-
junto B, pelaregra f, mas nenhum elemento do conjunto A se relaciona com mais
do que um elemento do conjunto B. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.7.1 Sejam A=1{1,2,3,4} e B=1{2,3,4,5}. Considere, arelagdo f : A— B
dada pela Figura 1.10.

A
nl W

Figura 1.10: Diagrama de Venn ilustrando a fun¢édo f : A— B do Exemplo 1.7.1.

Observe que todos os elementos do conjunto A estd relacionado com algum ele-
mento do conjunto B, e nenhum elemento do conjunto A se relaciona com mais do
que um elemento do conjunto B. Portanto, [ representa uma fungdo de A em B.

Exemplo 1.7.2 Sejam A={1,2,3,4} e B=1{2,3,4,5}. Considere g : A— B dada pela
regra g(x)=x+ 1. Entdo, a Figura 1.11 representa a relagdo g : A— B.

S/
o

Figura 1.11: Diagrama de Venn ilustrando a relacdo g : A— B do Exemplo 1.7.2.

Observe que todos os elementos do conjunto A estd relacionado com algum ele-
mento do conjunto B pela regra g, e nenhum elemento do conjunto A se relaciona
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com mais do que um elemento do conjunto B. Portanto, g representa uma fungdo de
AemB.
||

Na definicao de funcdo os conjuntos A e B sdo de grande importancia, visto que
dependendo de quem sdo os seus elementos e da regra f utilizada, a relacdo pode,
ou nao, representar uma funcao, como ilustrado a seguir.

Exemplo 1.7.3 Sejam A=1{1,2,4} e B=1{2,3,4,5}. Considere a relagdo f, de A em B
dada pela Figura 1.12.

Figura 1.12: Diagrama de Venn ilustrando uma relagdo f de A em B, que ndo repre-
senta uma funcao, do Exemplo 1.7.3.

Observe, nesse caso, que um dos elementos do conjunto A (o niimero 2) estd se
relacionando com dois elementos distintos do conjunto B e, por essa razdo, a relacdo
f ndo representa uma fungdo de A em B.

|

Exemplo 1.7.4 Sejam A={1,2,4} e B=1{2,3,4,5}. Considere g de A em B a relagdo
dada pela por g(x) = x + 3. Entdo, a Figura 1.13 representa esta relagdo.

B

Figura 1.13: Diagrama de Venn que representa uma relacdo g de A em B, que ndo
representa uma func¢ao, do Exemplo 1.7.4.

Observe, nesse caso, que existe um elemento do conjunto A (o niimero 4) que ndo
se relaciona com nenhum elemento do conjunto B e, por essa razdo, a relacdo g ndo
representa uma fungdo de A em B.

|

Sejam A,B c Re f : A — B uma fun¢do. Os conjuntos A e B, por serem de
grande importancia, eles recebem nomes especiais, como definidos a seguir.
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Definicao 1.7.2 Sejam A,B C R e f : A— B uma fungdo. Entdo, A é chamado de
Conjunto Dominio de f, denotado por Dy, e B é chamado de Conjunto Contrado-
minio de f, denotado por CD;.

|

Sejam A,BCR e f : A— B uma funcao. Entdo, de agora em diante, tomaremos
como Dy o maior subconjunto de R que torne aregra f uma fungao, exceto, quando
for feita mencgdo ao contrdrio. Além disso, para nds teremos sempre CD; = R, a
menos que seja feito mencao ao contrario.

Lembre-se: na definicao de fun¢do nao é feita nenhuma referéncia especial aos
elementos do contradominio, ou seja, os elementos de C Dy podem se relacionar
com mais de um elemento do dominio e podem ter elementos do contradominio
que ndo se relacionam com nenhum elemento do dominio. Contudo, o conjunto
formado por todos os elementos do contradominio que se relacionam com algum
elemento do dominio é igualmente importante, sendo esse chamado de Conjunto
Imagem, como definido a seguir.

Definicao 1.7.3 Sejam A,B CR e f : A— B uma fungdo. O Conjunto Imagem de f,
denotado por Im; ou por f(A), éo conjunto formado por todos os elementos y € C Dy
tais que existe algum x € A de forma que y = f(x).

|

Agora, observe a aplicacdo da definicdo de dominio, contradominio e imagem
em alguns exemplos a seguir.

Exemplo 1.7.5 a) Para funcéo f : A — B do Exemplo 1.7.1, temos que o dominio
da fungao é o conjunto Dy = {1,2,3,4}, o contradominio da fungdo é o conjunto
CDy =1{2,3,4,5} e aimagem da fungdo é o conjunto Imy ={2,4,5}.

b) Para funcdo g : A — B do Exemplo 1.7.2, temos que o dominio da fungdo g é o
conjunto Dy ={1,2,3,4}, o contradominio da fung¢do g e a imagem da fungado g é

o conjunto CDy ={2,3,4,5} = Imy.
|

Exemplo 1.7.6 Sejam A ={1,2,3,4,5} e B=7Z. Tome a fungdo f : A — B definida
pela regra f(x)=3x +5. Assim, temos que Dy ={1,2,3,4,5}, CDy =Z e que Imy =
{8,11,14,17,20}.

|

Novamente, em alguns casos, o dominio de uma funcao esté explicitado, em
outros casos ndo. Nos casos onde o conjunto dominio ndo estd explicitado, consi-
deramos o conjunto dominio como sendo aquele formado por todos os nimeros
reais que tornam a regra f uma funcao.

Observacao 1.7.1 O objeto de estudo apresentado nessas notas sdo as operagoes com
funcoes reais de uma varidvel real. Por isso, a partir de agora e, exceto mengdo expli-
cita, o conjunto dominio serd considerado como sendo o maior conjunto contido em
R no qual todos os seus elementos satisfacam a regra que define a fungdo. O conjunto
contradominio sempre serd considerado, a ndo ser também por mengdo explicita, o
conjunto dos niimeros reais.

|
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Portanto, a Observacao 1.7.1 estd dizendo que se nao for explicitado qual o con-
junto dominio, entdo, Dy serd o conjunto formado por todos os nimeros reais que
ndo tornem o denominador da regra f diferente de zero e que ndo deixem o radi-
cando de uma raiz de indice par negativo. J4 o contradominio serd sempre o con-
junto dos nimeros reais, exceto que seja dito o contrario. Vejamos alguns exemplos.

1
Exemplo 1.7.7 a) Seja f(x) = ot Entdo, esta expressdo so faz sentido para valores

de x diferente de zero, pois o zero ndo estard relacionado a nenhum ntimero do
contradominio. Portanto,

f: R* - R
1

X = —
X

b) Seja g(x)= +/x. Entdo, g sé estd definida para valores de x ndo negativos, pois a
regra que define a fungdo é uma raiz quadrada. Portanto, temos que

g: R, - R
x — Jx°

: 1 .
c) Seja h(x)= Wea Entdo, como ndo podemos ter zero no denominador e niimero
X

negativo dentro da raiz, segue que esta expressdo estd definida apenas para nii-
meros positivos, ou seja,
h: Rt — R
1

X —_ —
Jx
|

O Exemplo 1.7.7 apresenta uma forma de se estabelecer o dominio de uma fun-
¢do em R. No contexto dessas notas, o conjunto dominio vai ser R, exceto:

a) quando aparecer varidveis no denominador pois, nesse caso, o dominio esta de-
finido apenas para os valores reais tais que o denominador nao se torne nulo.

b) quando aparecer varidveis dentro de uma raiz de indice par pois, nesse caso,
o dominio esta definido apenas para valores reais que tornem o radicando um
numero nao negativo.

¢) quando aparecer uma juncao dos dois casos anteriores pois, nesse caso, o domi-
nio estd definido apenas para nliimeros reais tais que o radicando seja positivo.

A seguir vamos definir o Grdfico de uma func¢do. E comum no ensino bésico
definir o gréfico de uma funcdo como sendo o seu desenho e, por isso, é preciso
entender a definicao para evitar equivocos futuros, pois o grafico de uma funcao é
um conjunto e o esboco do grafico é um desenho.

Definicdo 1.7.4 Sejam A,B C R e f : A— B uma fungdo. O Grdfico da fungdo f,
denodado por Gry, é o conjunto definido por:

Grfz{(x,y)eAxB;yzf(x), Vx GA}.

O desenho do grdfico de uma fungao Gry é chamado de Esbogo do Grdfico.
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Lembre-se: funcodes, de qualquer dimensao tem grafico, mas o esboco do gréfico
nao podem ser feito de funcdes com qualquer dimensao. Por isto, todas as funcoes
tem Gry, mas nem todas tem o esbogo. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.7.8 Considere a funcdo dada pela expressao f(x)= x2. Entdo, temos que
Dy =R = C Dy, visto que ndo temos varidveis no denominador e nem dentro de uma
raiz de indice par. Por outro lado, temos que Imy =R, pois a fun¢ao assume apenas
valores ndo negativo. O grdfico de f é dado por:

Gry={(x,y)eR?%y=x%}.
Um esbogo do Gy é dado pela Figura 1.14.

Figura 1.14: Esbogo do grafico da funcédo f(x)= x°.

Exemplo 1.7.9 Considere a funcdo dada pela expressdo g(x) = x. Entdo, temos que
Dy =R = CD, equeImgz =R, pois a funcdo assume qualquer valor real. Além disso,
temos que o grdfico de g é dado por:

Gr,={(x,y)eR%y=x}.

Um esbogo do G r, é dado pela Figura 1.15.

777777 -2

Figura 1.15: Esboco do gréfico da funcao g(x)= x.

Exemplo 1.7.10 Considere a funcdo h dada pela expressdo
—2, se x<-2

h(x)= 2, se —2<x<2
4, se 2<x
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Entdo, temos que D;, =R = C D), eque I m;, = {—2, 2,4}, pois esses sdo os tinicos valores
do contradominio que a fungdo assume. O grdfico da fungdo h é dado por:

Gr,={(x,y)eR%y=h(x)}.

Um esbogo do G, é dado pela Figura 1.16.

— e - - )

Figura 1.16: Esboco do gréfico da funcao h(x) do Exemplo 1.7.10.

Exemplo 1.7.11 Considere a fungdo dada pela expressao f(x) = |x|. Entdo, temos
que Dy =R = CDy eque Im; =R, pois a funcdo assume apenas valores ndo negati-
vos. O grdfico da funcgdo f é dado por:

Gry={(x,y)eR%y =|xl|}.

Um esbogo do Gy é dado pela Figura 1.17.

Figura 1.17: Esboco do gréfico da funcao f(x)=|x|.
|
. 1
Exemplo 1.7.12 Considere a fungdo dada pela expresséo f(x)= . Temos que Dy =
R*, visto que se x =0, entdo, f(x) ndo existe. Ainda, temos que CDy=Requelm;=

R*, pois a fun¢do assume apenas valores diferente de zero, jd que o numerador nunca
se anula. O grdfico de f é dado por:

1
Grf:{(x,y)eR*xR;yzz}.

Um esbogo do Gy é dado pela Figura 1.18.
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1
Figura 1.18: Esboco do gréfico da funcao f(x)= ol

E possivel fazer soma e produto entre duas ou mais fungoes, também é possivel
fazer o produto de uma func¢do por um escalar (constante). Essas operacdes sao
apresentadas na Definicao 1.7.5.

Definicao 1.7.5 Dadas as funcoes f : X CR—R, g: Y CR—R eumescalar k €R,
temos que sdo vdlidas as seguintes operagoes:

e Somada funcao f eafuncdog: (f £g)(x)=f(x)£g(x);
e Produto da funcao f eafungdog: (f -g)(x)= f(x)-g(x);

e Divisdodafuncdo f eafunciog: (g)(x) = M paratodo x tal queg(x)#0;

g(x)’

e Produto por um escalar da fungdo f e pelo escalar k: (kf)(x)=k- f(x).

Em todos os casos, temos que o conjunto dominio das novas fungoes é dado pela
intersecdo dos dominios das fungoes envolvidas.
|

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.7.13 Seja f(x)=+v5—x e g(x) =+ x—3. Entdo, temos que:

* f+e)=v5-x+vx=3, . (f8)x)= VB Nx—3)
N, [5—x
. (f-g0)=V5-T—Vi 3, ¢ (L= =

Como Dy ={x €R;3< x} e Dy ={x €R; x <5}, segue que 0 Dy, q = Dy_g = Dyg =
{x e R;3 < x <5} eque Dy/e = {x €R;3 < x <5}, pois o denominador precisa ser
diferente de zero.

Por outro lado, tomando k =4, segue que

(kf)(x)=4V5—%,

sendo que Dy = Dy = {x € R;3 < x}.
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Geralmente, as funcdes que aparecem no cotidiano sdo combinacdes de dois
ou mais tipos diferentes de funcoes, por exemplo, uma funcao com radical e dentro
da raiz aparece um polindmio. Por isso, o conceito de Composi¢do de funcgoes é de
grande importancia na matematica.

Definicao 1.7.6 Dadas as fungoes f : X CR—Reg:Y c R — R, chamamos de
Fungdo Composta de g com f, e denotamos por g o f, a nova fungdo dada por

(go f)x)=g(f(x).

O dominio da fungdo g o f é o conjunto formado por todos os pontos x € X tais que
f(x)€Y, ouseja,
D,o; ={x€Ds; f(x)€D,}.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.7.14 Sejam f(x)= v/ x eg(x)= x —1. Temos que Dy =R, e que Dy =R.
Assim, fazendo g o f obtemos

(goNx)=g(f(x)=g(Vx)=vx—1.

Como Dy, s é formado por todos os pontos x do Dy tais que f(x) esteja no Dy, segue
que Dg, é formado por todo x € R, tais que f(x) € R. Portanto, Dg.r =R,.
Por outro lado, fazendo f o g, obtemos

(feg)x)=flglx)=flx—1)=vx—1,

e, além disso, temos que Dyog = {xeR;x>1}.
|

Pelo Exemplo 1.7.14 é possivel observar que a composicdo de fun¢des ndo é uma
operacao comutativa, ou seja, em geral (g o f) é diferente de (f o g).

Exemplo 1.7.15 Sejam f(x)=2x—3 eg(x)=+/x. Encontregof,fog, fof egog
e 0s seus conjuntos dominio correspondentes.

Solugdo: Observe que Dy =R e que D, =R,. Assim:
3
a) (gOf)(x):g(Zx—3):v2x—3eDgof:{xeR;x2 5}’

b) (fog)(x)=f(vX)=2vE—3 € Dyog =R.;
0 (gog)x)=8(Wx)=vVV/x=VxeDgg=Ry;
d) (feof)x)=f(2x—3)=2(2x—3)—3=4x—9e Dy,s=R.

Agora, releia o contetdo, refaca os exemplos e, em seguida, faca alguns exerci-
cios. Bons estudos.
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1.8 Exercicios

. o ax+b
Exercicio 1.8.1 Seja -

~—a' Mostre que(f o f)(x)=x.

a+h)—f(a
Exercicio 1.8.2 Seja f(x)= x*>+2x. Calcule I }3 ul ), com h #0.
. , x—1 1 1
Exercicio 1.8.3 Considere®(x)= ——. Encontre(l)(—) e—-.
2x+7 x) ®x)

Exercicio 1.8.4 Determine o conjunto dominio e o conjunto imagem de cada uma
das funcdo abaixo.

a) f(x)=x* D gx)=Vx+7-vVx+8; D h(X):x_%;
1
b) f(x)=m; g y=I|x+2[+4; _
— JA—x2- k) h(x)=4/ —=;
O y=vA-xy W g(x)= V3T x+VT—%; x+1
a) y=vx-—2;
_ X+a D hix)= 1
o) glx)=vx2—dx+3; D y=_——_ ) R ==

Exercicio 1.8.5 Em cada uma das fungoes abaixo, identifique o conjunto dominio,
o conjunto imagem e o grdfico de cada uma das fungoes abaixo. Faga o esbogo do
grdfico de cada uma das fungoes a seguir.

a) f(x)=x*+8x+14; f) glx)=4—x3; k) f(x)=12x|-3;
b f)=—2+ax—1; @ y=Ixl; D fx)=3-x
o) y=(x—2)% h) y=2x+4];
m) f(x)=3—|x|;
d) y=—(x+2)% D) g(x)=12x—13;
x*+2x—38
e) g(x)=x% D y=v2x; n f(x):T;
| x*=1, se x<1 ) x+4, se x#2
o f(x)_{2x+3, se x>1" v f(x)_{ 1, se x=2'
x+3, se x <2
p) f(x)=1 4—x% se —2<x<2; 3 13x2—4x—12
3—x, se 2<x n flx)=

xX24+x—6

Exercicio 1.8.6 Para cada par de fungoes abaixo, calcule f +g, f—g, 8, f/8,8/f,
fog,gof ekf (ondek é uma constante) e escreva o conjunto dominio de cada uma
das novas fungoes encontradas.

_ _ . 1
a) f(x)=2xeg(x)=x%+1; 0 f(x)zlsz eg(x)=—;
b) f(x)=3x—2eg(x)=|x|; a) f(x)=vx+leg(x)=x—-2;
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e) f(x)=vx—2eg(x)=vx—3; D f(x)=Vxeg(x)=4—x%

f fx)=x%eg(x )=xi k) f(x)=vx+4eg(x)=x*—4;
g f(x)=x—5eg(x)=x*—1; D f(x)=vVx+2eg(x)=x>+4;
h) f(x)=vxeglx)=x"+1; m) f(x)=x>—9eg(x)=VI+5;
D f)=""eglr) = W) ()= VPR eg(x)= VI,

Exercicio 1.8.7 Seja h(x)=2x—7. Entdo, encontrehoh, h> e h+ h.

Exercicio 1.8.8 Sabendo que f = goh, entdo em cada item abaixo, encontre a fungdo

h.
a) f(x)=x*+1eg(x)=x+1; ¢ f(x)=bx+aeg(x)=x+a;
b) f(x)=6x—13eg(x)=3x+7; d) f(x)=|x*—3x+5|eg(x)=|x|.

Exercicio 1.8.9 Encontreosvaloresdea eb deformaque f(x)=ax+b eque f(f(x))=
4x—9.

Exercicio 1.8.10 Determine o maior conjunto possivel, dentro do conjuntoR, de for-
mar que cada equagdo abaixo represente uma fungao.

a) f(x)=+vx2—4; &) flx _xP—4x+1 W Flx)= x*—6x+5
b) f(x)=vx—4; xX2—x—2 Vvx2—x—6
c) f(x)=x? D y=x%

1 _ x+1 ) ) 3 1
da) f(x)=ﬁ; 8 flx)= = i) f(x)_Zx—S

Exercicio 1.8.11 Em cada uma das alternativas abaixo, sdo dadas duas funcgoes, f e
g. Entdo, para cada caso, encontre as seguintes fungoes compostas fog,gof, fof,
g o g edetermine o dominio da cada nova fungdo.

a) f(x)=x—2eg(x)=x+7; d) f(x)=vXeg(x)=—=

b) f(x)=vx—2eg(x)=6-3x; e) f(x)=vx—2eg(x)=vx—1;
1 X

0 f(x)=x*~1leg(x)=—; N f)=——es=—+.
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