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2.11 Continuidade das Funcoes Trigonomeétricas e o Teo-
rema do Confronto

Agora vamos apresentar um resultado que vai auxiliar muito no célculo de limites
de funcoes. Este teorema é conhecido como Teorema do Confronto, e seu enunciado
é apresentado a seguir.

Teorema 2.11.1 (Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche) Suponha que as
funcées f,g,h: X CR — R estejam definidas em algum intervalo I C X contendo a,
exceto possivelmente no préprio a, e que f(x) < g(x) < h(x), Yx € I\ {a}. Suponha
também que }Clir; f(x)=L= }gg h(x). Entdo, }CILI; g(x)=1L.

Demonstracao: Vocé pode encontrar esta demonstracdao em algumas das Biblio-

grafias como, por exemplo, no livro do Leithold. [ |

Vejamos algumas aplicacoes do Teorema do Confronto em exemplos, isso vai
auxiliar na fixacao dos conhecimentos.

1
Exemplo 2.11.1 Calcule o valor do limite lirré xsen (;)
X—

Solucgdo: Nao é possivel obter o valor do limite da funcdo por manipulagoes algé-
bricas e nem por substituicdo direta. Logo, é preciso usar outra estratégia. Lembre-

()

1
—|x|§xsen(—)£ |x|.
X

se que |sen(a)| < 1, para todo « e, por isso, |x| < |x|.1, para todo x # 0.

Assim,

Assim, pelo Teorema do Confronto, segue que

1 1
0=lim—|x| <lim xsen(—) <lim|x|=0=lim xsen(—) =0.
x—0 x—0 X x—0 x—0 X

|
Exemplo 2.11.2 Dada que|g(x)—2| < 3(x —1)?, para todo x € R, encontre lin}g(x).
Xx—

Solucao: Temos que:
lg(x)—2|<3(x—1=>-3(x—1<g(x)—2<3(x—1)
Entdo, pelo Teorema do Confronto,
gcig}[—g(x —1742]< %Ciir}g(x) < gcig}[s(x —1F+2]=2< gcig}g(x) <2.
Portanto, %CILI% glx)=2. [ |

A observacao a seguir vai estabelecer a continuidade das funcdes trigonomé-
tricas em todos os pontos do seu dominio, informacao esta que serd usada com
bastante frequéncia.

Observacao 2.11.1 Seja a um elemento do dominio da funcdo trigonométrica. As-
sim, temos que:
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a) limsen(x)=sen(a); d) lim cot(x)=cot(a);
b) lim cos(x)=cos(a); e) limsec(x)=sec(a);
¢) limtan(x)=tan(a); f) limcsc(x)=csc(a).

Portanto, temos que todas as fungoes trigonométricas sdo continuas em todos os pon-
tos do seu dominio.

|
) x>—4x+4
Exemplo 2.11.3 Calcule o valor delimcos| ————
x—2 x2—4
Solucao: Como a funcao cosseno é continua em todo o seu dominio, segue que
) x>—4x+4 . x?—4x+4 ) (x —2)?
limcos| ————— |=cos| lim———— |=cos|lim ————F+—— | =
x—2 x2—4 -2 x2—4 =2 (x—2)(x+2)
.o x—2 0
=cos|lim =cos| — |=cos(0)=1.
x=2 X +2 4
|

O célculo de alguns limites ndo sao tao simples de ser obtidos, mas o seu re-
sultado é de grande importancia para a Matematica, principalmente nos cursos de
Célculo. Esses limites sdo chamados de Limites Fundamentais e 0s mesmos sao
usados constantemente.

Observacao 2.11.2 a) Temos que que:

t
lim sen(?) =1.

t—0 4

Este limite é chamado de Limite Fundamental. Uma interpretagdo para este li-
mite é que quando o dngulo (em radianos) tem valor muito préximo de zero, en-
tao, o seu valor e o valor do seu seno sdo praticamente do mesmo e, por isto, o valor
do quociente tende a 1.

b) Um segundo limite chamado de fundamental diz que,

lim =605 _
x—0 X
De fato: Observe que
1—cos(x) (1—cos(x))(1+cos(x)) 1—cos*(x)  sen’(x)
X B x(1+cos(x)) ~ x(1+cos(x))  x(1+cos(x))

sen(x) sen(x) . l1—cos(x) .. sen(x) sen(x)
= . = lim =lim . =1.0=0.
X 14+cos(x) x—0 X x—0 X 1+ cos(x)
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¢) Outro limite fundamental é dado por

. tan(x)
lim
x—0 X

De fato: Temos que

tan(x sen(x 1
lim ( )=lim ( )-lim =1.1=1.
x50 X x=0 x  x>0cos(x)

5
Exemplo 2.11.4 Calculelim sen(5x)

, Se o limite existir.
x—0 sen(3x

Solucao: Temos que

5xsen(5x) I sen(5x)
sen(5x) . 5x 5 5x

20 sen(3x) 20 3xsen(3x) 3 5 sen(3x)’
— im

3x x—0 33X

Como ax — 0 se a é constante e x — 0, segue que

sen(5x) lim sen(u)

lim 5
5x—-0 5x _ 2 u—0 u
sen(3x) 3 .. sen(v)

m

sen(5x)
x—0 sen(3x)

_5
3 lim

3x—0 3x v—0 v

. sen(bx) 5
Portanto, lim =—. [ ]
x—0sen(3x) 3

.. .. l—cos(x)
Exemplo 2.11.5 Calcule, se existir, lim ————
x—0  sen(x)

1—cos(x)

1—cos(x) . X 0
1

Solucao: Temos que: lim ———— =1lim =0. ]

=0 sen(x) x—0 sen(x)
x

2tan?(x)

Exemplo 2.11.6 Calcule, se existir, lina e
X —

2tan?(x) ( ) tan(x))2 912 -

Solucdao: Temos que lim ———— =2{ lim
x—0 x2 x—0

Existem alguns teoremas que sdo extremamente utilizados na teoria de limites

e suas demonstracoes podem ser encontradas nas referéncias. Eles estdo relacio-
nados com o sinal de uma funcao num ponto, quando é conhecido o sinal do limite

da func¢do naquele mesmo ponto.
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Teorema 2.11.2 Selim f(x) existe e é um niimero positivo, entdo, existe um intervalo

X—a

aberto contendo a tal que f(x)> 0, YV x # a no intervalo.

Demonstracao: Nao seré feita nessas notas. ]

Teorema 2.11.3 Se lim f(x) existe e é um niimero negativo, entdo, existe um inter-
X—a
valo aberto contendo a tal que f(x) <0, Y x # a no intervalo.

Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. ]

Teorema 2.11.4 Suponha que a fungdo f : X C R — R esteja definida num intervalo
aberto I C X contendo a, exceto possivelmente no proprio a. Suponha também que
exista um numero M para qual haja um 6 > 0 tal que se 0 < |x —a| < 0, entdo
f(x)< M. Assim, se }CILI; f(x) existe e for L, entdo, L < M.

Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. |

Teorema 2.11.5 Suponha que a fungdo f : X C R — R esteja definida num intervalo
aberto I C X contendo a, exceto possivelmente no proprio a. Suponha também que
exista um numero M para qual haja um 6 > 0 tal que se 0 < |x —a| < 0, entdo
f(x)=>M. Assim, se }CILI; f(x) existe e for L, entdo, L> M.

Demonstracao: Nao serd feita nessas notas. ]

Agora, vamos aos exercicios. Bons estudos.

2.12 Exercicios

Exercicio 2.12.1 Calcule o valor de cada limite a seguir, se o mesmo existir.

_ sen(4x) . 3y o) 1 X . . 1—cos(x)
lim——; e) lim————; i) lim ; lim —— ;
@ it X ) y—0sen(5y) x=0 cos(x) m) pait) 1+sen(x)
im : . sen (x)_ o1 . n) lim——;
x—0 sen(3.x) 2 %E% x2 D %CIL% 4x2 x—0 X
3x?
. sen(9x) x2 tan(x) o) lim ;
lim ——=; im—————; i ; -
2 P sen(7x) 8 %clil(l) sen2(3x)’ k) %CILI% 2X " 1—cos? (5)
sen(31) sen®(2x) . 1—cos(2x) . x?+3x
a1 ; im———; D lim—F—; ;
/ 0 sen(61¢) ) %}E% 4x5 / 00 sen(3x) P sen(x)
. l1—sen(x) _ .
q) hn} ——— (sugestdo: tome t =5 —Xx).
X—y 2

Exercicio 2.12.2 Utilize o Teorema do Confronto para obter o valor de cada um dos
limites a seguir, se 0 mesmo existir.
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. 1y, : 2 LY. . 1y,
a) %Clggxcos(;), b) gi%x cos(ﬁ), c) Ei%sen(x)sen(;),

a) lirrég(x), sendo |g(x)+4| <2(3—x)*, para todo x;

e) lirzlzg(x), sendo |g(x)—3| < 5(x +2)?, para todo x;

f) sabendo que 1 — cos*(x) < f(x) < x?, para todo x no intervalo (—g,g), ache

lim f(x).

Exercicio 2.12.3 Suponha que |f(x)| < M, onde M é uma constante. Entdo, calcule
lirré f(x).
X—

Exercicio 2.12.4 Seja ¢ > 0 uma constante de forma que 0 < f(x) < c, para todo x.
Prove que lirré x2f(x)=0.
X—

x—0

Exercicio 2.12.5 Prove quelim x*sen (

73):“
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