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1.9 Paridade e Bijetividade de Func¢oes

No estudo de funcdes muitas vezes buscamos identificar caracteristicas que um
grupo de fung¢des possuem, de forma a estabelecer ferramentas que podem ser utili-
zadas neste grupo de fun¢oes que se comportam com a mesma caracteristica. Nesta
secdo vamos apresentar algumas dessas propriedades, comecando com a Paridade
de uma funcao.

Definicdao 1.9.1 Sejam A, B C R. Uma fungdo f : A— B é chamada de Fun¢do Par
se f(—x) = f(x), Vx € A. Uma fungdo f : A — B é chamada de Fungédo Impar se
f(=x)=—f(x), Vx € A. Em ambos os casos, temos que—x € D;.

|

Eimportante ressaltar que paridade estd relacionada com o sinal de uma funcio
no ponto x e no seu oposto —x. Assim, observando com muita aten¢do a Definicao
1.9.1, concluimos que para uma funcao ser par ou impar existe primeiro a necessi-
dade de |f(x)|=|f(—x)|, para todo x € D;. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.9.1 A funcdo f(x)=3x*—2x%?+7 é uma fungdo par.
De fato: Temos que:
fl=x)=3(=x)"—2(—x)+7=3x*(—1)" —2x*(—1+7=3x"—2x*+7= f(x).

|

Portanto, como f(—x) = f(x), Vx € R, segue que f(x) = 3x*—2x%*+7 é uma
funcao par.

|
Exemplo 1.9.2 A funcdo g(x)=3x°—4x%—9x é uma fungdo impar.
De fato: Temos que
g(—x)=3(—x)—4(—x)*—9(—x) =3x>(-1) —4x*(=1)*—9x(-1) =
=—3x°+4x>+9x =—3x°—4x*—9x)=—g(x).
O

Portanto, como g(—x) =—g(x), Vx € R, segue que g(x) =3x°>—4x*—9x é uma
funcao impar.
|

Por causa da familiaridade com niimeros inteiros, quando ouvimos que uma
funcdo é par ou impar, hd uma anseio de pensar que ndo existe outra possibilidade,
ou seja, toda funcdo ou é par ou é impar. Mas ndo confunda o conceito de paridade
de fung¢bes com o de niimeros inteiros, pois no estudo de funcoes existe uma ter-
ceira possibilidade de paridade, ou seja, existem funcdes que nao sdo pares e nao
sdo impares, como destacada na observacao a seguir.
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Observacido 1.9.1 Existem funcgoes que |f(—x)| # |f(x)|, para algum x € D;. Por
exemplo, se h : R — R é a fun¢do dada por h(x) = x*> — x, entdo, h(2)=2 e h(—2)=6.
Portanto, essa fungdo ndo é uma fungdo par e também ndo é uma fungdo impar e,
por isso, dizemos que h é uma funcédo Nem Par e Nem Impar.

|

Existe uma outra maneira de verificar se uma determinada fungdo é par, impar
ou nem par e nem impar. Essa maneira € analisar o comportamento do seu grafico,
como destacado na préxima observacao.

Observacdo 1.9.2 O grdfico de uma funcgdo par é simétrico em relagdo ao eixo da
ordenadas, visto que (—x, f(—x))=(—x, f(x)) e(x, f(x)) estdo em Gr;. Por exemplo,
na Figura 1.19 sdo apresentados alguns esbogos de grdficos de funcoes pares.

X ‘ X ‘ X
@ flx)=k (b) f(x)=Ix| © f(x)=x?
Figura 1.19: Esboco de graficos de funcdes pares.
O grdfico da funcdo impar é simétrico em relacdo a origem, pois tanto(—x, f(—x)) =

(—x,—f(x)) quanto (x, f(x)) estdo em Gr;. Na Figura 1.20 sdo apresentados alguns
esbogos de grdficos de fungoes impares.

@ f(x)=x (b) f(x)=tan(x) © flx)=x3

Figura 1.20: Esboco de graficos de fun¢des impares.

Portanto, grdficos de fungoes que nédo apresentam simetria em relagdo ao eixo das
ordenadas ou em relagdo a origem representa um fungdo nem par e nem impar.
|

Dizer que um gréfico é simétrico em relacado ao eixo das ordenadas é dizer que
se os pontos de abscissa positiva forem sobrepostos sobre os seus corresponden-
tes negativos, entao, as duas partes do grafico coincidiriam. Por outro lado, dizer
que um grafico de uma funcao f é simétrico em relagdo a origem € dizer que se for
tomado o gréfico de | f|, entdo, ele é simétrico em relacdo ao eixo das ordenadas.
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Feito um estudo da paridade de uma func¢ao, vamos falar de Crescimento de fun-
coes.

Definicao 1.9.2 Sejam A, B C R. Uma fungdo f : A— B cuja imagem consiste de um
unico numero é chamada de Fungdo Constante. Usamos a notagdo

f: A —- B
x — f(x)=c

)

onde c € R, para representar uma fungdo constante.
|

Definicao 1.9.3 Seja I C R um intervalo. Uma funcao f : I — R é dita ser Crescente
se, e somente se, f(x;) < f(x,), sempre que x, < x,.
|

Definicdao 1.9.4 Seja I C R um intervalo. Uma fungdo f : I — R é dita ser Decres-
cente se, e somente se, f(x;)> f(x,), sempre que x, < x;,.
|

Em resumo, temos que num intervalo uma funcao pode ser constante, crescente
ou decrescente. A seguir é apresentado um exemplo para auxiliar na fixacao dessas
novas defini¢oes. Nao se esqueca que a analise de crescimento é feita no conjunto
imagem da func¢do, mas os pontos de crescimento estdo no conjunto dominio da
funcao.

Exemplo 1.9.3 Seja f uma funcdo cujo esbogo de seu grdfico é dada pela Figura
1.21. Considere as coordenadas dos pontos indicados como a seguir: A = (X, y1),
B =(x,, 1), C =(x3,)3), D = (x4, Yu), E = (x5, ¥5), F = (xg, ¥s5)- Encontre os intervalos
onde a fungdo é crescente e onde ela é decrescente.

y

AN

C

Figura 1.21: Funcdo do Exemplo 1.9.3.

Solucgdao: Observe que o comportamento da funcao saindo do ponto A até o ponto
B é o mesmo e, por isso, basta analisar o que estd acontecendo entre esses dois
pontos. Saindo do ponto de abscissa x; e caminhando até o ponto de abscissa x,,
temos que o valor de f aumenta, pois f(x,;) tem valor menor do que o valor de f(x,)
(pois f(x;) estd embaixo de f(x,) no eixo das ordenadas). Portanto, f é crescente
no intervalo [x;, x,].
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Da mesma forma, € preciso estudar o que acontece entre os pontos B e C. Veja
que ao sair do ponto de abscissa x, para o ponto de abscissa x3, temos que o valor
de f diminui, pois f(x,) tem valor maior do que o valor de f(x3) (f(x3) estd abaixo
de f(x,) no eixo das ordenadas). Portanto, f é decrescente no intervalo [ x,, x3].

Analisando de C a D, quando saimos do ponto de abscissa x; para o ponto de
abscissa x,, temos que o valor de f(x;) € menor do que o valor de f(x,). Portanto,
f é crescente no intervalo [x3, x,]. De D a E, quando saimos da abscissa x, para a
abscissa x5, temos que o valor de f(x,) é de maior valor, se comparado com o valor
de f(x;). Portanto, f é decrescente no intervalo [x,, x5;]. Por fim, saindo de E para
F, partindo do ponto de abscissa x; para o de abscissa x5, como o valor de f(xs) é
menor do que o valor de f(xg), segue que f é crescente no intervalo [ x5, xg].

Portanto, f é crescente nos intervalos [x;, X,], [ X3, X,] € [ X5, X5] € f é decrescente
nos intervalos [ x,, X3] € [ x4, X5]. [ ]

Outra caracteristica importante que um grupo de func¢des pode ter, estd relacio-
nado com a Periodicidade da fungao, como definido a seguir.

Definicao 1.9.5 Sejam A, B C R. Dizemos que uma fungdo f : A— B é Periédica se
existe um niimero real T # 0 de forma que f(x+T) = f(x), Vx € A. O menor ntimero
real positivo T com essa propriedade é chamado de Periodo de f .

|

Podemos pensar numa func¢ao periédica como sendo uma funcdo que a cada in-
tervalo de comprimento T, temos um mesmo comportamento, ou seja, tomando
um ponto do dominio da funcao e se a partir dele fosse “recortando” o desenho do
grafico da funcdo num comprimento 7', entdo, todas as partes recortadas coincidi-
riam.

Observacao 1.9.3 Seja f : ACc R — B C R uma fungdo periodica de periodo T e seja
a € Dy. Para quaisquer dois intervalos da forma[a +(n—1)T,a+nT], com n € Z,
temos que as partes do grdfico correspondente a cada intervalo sdo idénticas.

|

Algumas funcgdes periédicas ja sdo conhecidas, sendo que algumas delas podem
ser observadas no préximo exemplo.

Exemplo 1.9.4 A Funcdo f(x) = sen(x) e a fungdo f(x) = cos(x) sdo exemplos de
funcgoes periédicas com periodo igual a 2.

De fato:
sen(x +27) = sen(x)cos(27)+ sen(27)cos(x)=sen(x).1 +0.cos(x) =sen(x),

cos(x +27m) = cos(x)cos(2m)—sen(x)sen(27) = cos(x).1 —0.sen(x) = cos(x).
O
|

Outra propriedade extremamente importante no estudo de funcdes € a Bijetivi-
dade. Esse conceito é extremamente fundamental na formulacao da teoria envol-
vendo Fungoes Inversas.
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Definicao 1.9.6 Sejam A, B C R. Uma funcao f : A— B é dita ser

e Injetiva (ou Injetora) se, e somente se,Ya,b € A, com a # b, temos que f(a) #

f(b).
e Sobrejetiva (ou Sobrejetora) se, e somente se, Im; = CDy.

¢ Bijecdo (ou Relagdo Biunivoca) se, e somente se, | é injetiva e sobrejetiva ao
mesmo tempo.

A definicdo de injetividade pode ser reescrita como a seguir: sejam A, B C R,
assim uma funcdo f : A — B é injetiva se, e somente se, Va, b € A, se f(a)= f(b),
entdo, a = b. A duas definicoes sdo equivalentes e, por isso, qualquer uma das duas
podem ser utilizadas para determinar se uma funcao €, ou nao, injetiva. Vejamos
alguns exemplos.

Exemplo 1.9.5 A fungdo g : R — R dada por g(x) = x — 3 é sobrejetiva, visto que
Img, =R = CDy. Além disso, g é uma fungdo injetiva, visto que g(a) = g(b) <
a—3=b—-3& a=b. Portanto, a funcgdo g é uma bijecdo emR.

|

Exemplo 1.9.6 A funcdo f : R — R dada por f(x)= x* é uma funcao injetiva, visto
que f(a)= f(b) = a®=b® < a=vb = b. Além disso a funcdo f também é sobre-
jetiva, visto que Imy, =R = CDy;. Portanto, a fungdo f é uma bije¢ao emR.

|

Observando atentamente as condicoes de injetividade e sobrejetividade, pode-
mos perceber que elas sdao idénticas as condicdes necessdrias para verificar se uma
relacdo é, ou ndo, uma funcao, s6 que a analise € feita de forma inversa em relacao
ao conjunto imagem e conjunto dominio, ou seja, para ser funcao verificamos as
condicdes do conjunto dominio para o contradominio e para ser injetiva e sobreje-
tiva analisamos as mesmas condicdes do conjunto contradominio para o dominio.

Sendo assim, se uma funcado f : A — B é uma bijec¢do, entdo, podemos definir
umarelacdo de B em A, pois essa relacao também definird uma func¢do. Essa funcao
é chamada de Fungdo Inversa, como visto a seguir.

Defini¢do 1.9.7 Sejam A,B CR e f : A— B uma bijecdo. Entdo, a funcdo f~': B —
A de forma que f~'(y)= x, é chamada de Funcdo Inversa de f .
|

E muito importante o estudo da inversa de uma funcao, visto que muitas vezes
é a funcao inversa que € a de interesse. Uma forma de se obter a inversa de uma
funcao é proceder da seguinte forma:

a) verifique o Dy da fungao;
b) substitua f(x) por y na funcao;

c) isole a variavel x da funcao f;
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d) tome f1(y)=x;
e) encontre o0 Dy e faga Im;=Ds e Imy. = Dy.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.9.7 Seja f : R — R definida por f(x)=2x—5. Entdo, temos que:

+5 +5
y=2x—5<:)2x=y+5(:)x=yT(:)f‘l(y):yT.

Para esse exemplo, Dy =R = Imy. Portanto a fun¢do inversa de f é a fungdo

f': R—» R
y+5 .

y— f_l(J/):T

Exemplo 1.9.8 Obtenha o conjunto dominio, a imagem, a fungdo inversa (com os
—1

respectivos conjuntos dominio e imagem), da funcao f(x)= Py
—X

Solucgdo: Observe que f estd definida para todo ntimero real diferente de 3. Além
disso,

-1
y:;C S yB3—x)=x—1=—xy+3y=x—1=x+xy=3y+1<
—X
3y+1
Sx(y+1)=3y+1=x= Y
y+1

3y+1
e, por isso, f71(y) = y 1 estd definida para todo nimero real diferente de —1.
y

Portanto, temos que

[ R\{3} — R\{-1} [T R\{~1} — R\{3} N
x—1 e -1 _ y .
¢ =i y = =25

Uma funcdo e sua inversa apresentam uma caracteristica muito interessante,
relacionada ao comportamento do seu grafico, como observado a seguir.

Observacdo 1.9.4 E possivel identificar se uma funcéo é inversa de outra pela com-
paracdo dos seus grdficos. Os grdficos de uma fungao f e de sua funcao inversa f=
sao simétricos em relagdo a bissetriz dos quadrantes impares. Em outras palavras,
Vxe Dy se(x,y)e Gry, entao, (y,x)e G 1y, para todo y € Dy

|

Exemplo 1.9.9 Considere f : R — R como sendo a fung¢édo dada por f(x) = x?. Te-
mos que [ ndo é uma bijegdo, visto que ela ndo é injetiva (f(—1)=1= f(1)) e nem
sobrejetiva (CD; =R #R, = Imy). Contudo, ela se torna uma bijecdo considerando
a restricao f : R, — R,. Assim, temos que f ' : R, — R, fica dada por f~(y)= 7.
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Entdo, Vx € Dy, (x,x*) € Gry eque(y, /¥) € Gry, para todo y € Dy-.. Um esbogo
do grdfico de f e f~! sdo apresentados na Figura 1.22. Repare que aretay = x é o
eixo de simetria entre os desenhos dos dois grdficos.

Figura 1.22: Esbogo dos gréficos das fungoes f(x)=x?e f~1(x)= v/x.

Agora, faca alguns exercicios para treinar. Bons estudos.

1.10 Exercicios

Exercicio 1.10.1 Determine se cada uma das fungoes abaixo sdo par, impar ou nem
par e nem impar.
x2+1

2_
a) f(x) =2t =84 L R )=y 0 =

b) f(x)=5x3—7x; B .
¢ f(s)=sx*>+2s5+2; D flx)=2x=5x; u) f(x)=x*cos(x);
’ m) f(x)=1—x*;
d) glx)=x*-1; v) f(x)=|x—4|+|x+4|;
n f(x)=1+x?%
e h(t)=5t"+1; 0) flx)=x+x% w) f(x)=3xsen(x)—3cos(x);

) flx)=|xl;
9 flx)=(x—1) p) flx)=x+x% %) flx)=x5—3x*+7;
X)=|X— ;

3. q) f(x):x5+x; _|x3—5x2+2x+8|'
S — 3. Y = x—2 ;
i) f(x)=2x3_3x; r) f(x)=1+x°;

"3 [ 1-x% se —l<x<1

i) flx)=5x"+2x2—1; s) f(x):xx3 . z) f(X)—{ x|, se x<—loux>1"

Exercicio 1.10.2 Sejam [ e g duas funcées pares. Entdo, mostre que:

a) f+ g éuma funcao par; d) f/g éuma fungdo par;
b) f—g éuma fungdo par; e) g/f éuma fungdo par;
¢) f-g éuma fungdo par; f) fog éuma fungdo par.

Exercicio 1.10.3 Sejam f e g duas funcoes impares. Entdo, mostre que:
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a) f+ g éuma fungdo impar; d) f/g éuma funcgao par;
b) f—g éuma fungdo impar; e) g/f éuma funcao par;
c) f-g éuma fungdo par; f) fog éuma fungdo impar.

Exercicio 1.10.4 Sejam f uma fungdo par e g uma fungdo impar. Entdo, o que po-
demos falar de cada uma das funcoes a seguir:

a) f+g; o flg; e glf;
b) f—g; d) f-g; f) fog.

Exercicio 1.10.5 Existe uma funcdo que é par e impar ao mesmo tempo? Se sim,
qual fungdo que é esta?

Exercicio 1.10.6 Determine os intervalos onde cada uma das fungoes abaixo é cres-
cente, decrescente e constante, em todo o seu dominio:

a) f(x)=x-—5; d) f(x)=—x*-5x+6; g f(tr)=t%

b) f(x)=3+5x; e) f(x)=cos(x); h) f(s)=s>

c) f(x)=x*>—3x—4; f) flx)=x3 i) f(x)=5;
2x+4, se x<2 2, se x<0

) fx)=1 4x*—16 se —2<x<4 ;k) f(x)={ 16—x* se 0<x<4 .
4—2x, se 2<x —4x, se 1<x

Exercicio 1.10.7 Sejam [ e g duas fungoes periodicas e de periodo T . Entdo, mostre
que:

a) [ +g éuma fungdao periodica; d) f/g éuma funcao periodica;
b) f—g éuma fungdo periddica; e) g/f éuma fungdo periédica;
c) f-g éuma fungdo periddica; f) fog éuma fungdo periddica.

Exercicio 1.10.8 Seja f : A — R uma funcgdo periddica de periodo T. Entdo, mostre
que:

a) g(x)= f(3x) também é uma funcao periddica.

b) g(x)= f(—x) também é uma fungdo periddica.

c) g(x)=f(x)+b, ondeb R, também é uma fungdo periddica.
d) g(x)=af(x), ondea cR* também é uma fungdo periddica.

e) g(x)=f(x+m), onde m R, também é uma funcgao periodica.
f) g(x)= f(nx), onde n € R*, também é uma fungdo periddica.

Exercicio 1.10.9 Esboce o grdfico da funcdo g(x)= x> para—1 < x < 1. Em seguida,
construa uma fungao periodica f : R — R que coincida com g no intervalo dado.

Exercicio 1.10.10 Em cada uma das funcées abaixo, encontre a sua inversa e apre-
sente o conjunto dominio e o conjunto imagem das duas fungoes.
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a) y=3x+4; h) y=x?—4,Yx<0; 0) y:;;"f’l;
_Xx+a. D) y=x*—4,Yx>0;
x— =—
)y = ; +8
cy=+vx—1,Vx>1; Dy 2x—1 o
2x+6
1 — : ) y=—-=;
d)y=——0rv o flx)=—— VIV=32
1 ) _2x+4 _3x+8
9 y=1 Vx>0 Y= 3x+2 Dy=—
2x
) y=—va—x,V¥x<a; m f(x)=——45 s) :2x+5.
3 Y=3x—7’
o x? _ _2x+2
8 y=—r V220 ny=——5’ D f(x)= x>

‘s - x+2 . .
Exercicio 1.10.11 Mostre que a fungao f(x) = 71 é igual a sua inversa.
x pa—

x+1
2x+m

Exercicio 1.10.12 Considerea fungdo f(x)= esuainversaf~(y). Sef~1(2)=

5, qual o valor dem?

Exercicio 1.10.13 Mostre que a fungao f(x) = 2— x° é a inversa da fun¢do g(y) =

V2—y.
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