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2.7 Limites no Infinitos de Func¢oes reais de uma varia-
vel real

Agora, considere a situacao onde a varidvel independente cresce, ou decresce, in-
2

2
tomamos valores positivos de x cada vez maiores? JIC\Ia+Vlerdade, o valor funcional
de f torna-se cada vez mais proximo de 2. Logo, parece natural pensar podemos
tomar o valor de f(x) tdo préximo de 2 quanto desejarmos, para isso, basta tomar
valores de x suficientemente grande.

Essa é a ideia que é usada para definir os chamados Limites no Infinitos. Uma
informacdo importante € que quando a varidvel pode crescer indefinidamente atra-
vés de valos positivos, nos escreveremos x — +00. Analogamente, podemos definir
o limite de uma funcdo quando a varidvel decrescer indefinidamente escrevendo
x — —00. Vamos a definicdo formal.

definidamente. Por exemplo, para a funcao f(x) =

0 que acontece quando

Definicao 2.7.1 Seja f : X ¢ R — R uma fungao definida num intervalo |a,+oo[C
X. O Limitede f(x) é L quando x Cresce Indefinidamente, e escrevemos
xl—l};-noo f(x) =L

seY €>0dado,q4 N >0 tal que se x > N, entdo, |f(x)—L| < e.
|

Definicdo 2.7.2 Seja f : X ¢ R — R uma fungdo definida num intervalo | — oo, a[C
X. O Limitede f(x) é L quando x Decresce Indefinidamente, e escrevemos
Jim f(0)=L

seY €>0dado, 4 N >0 tal que se x <—N, entdo, |f(x)—L|<e€.
|

Usando a definicao de limites no infinito, é possivel demonstrar as proprieda-
des a seguir. Elas serdo deixadas como exercicios para aqueles que tiverem a cu-
riosidade de praticar a defini¢do de limites no infinito. Essas propriedades sao de
grande ajuda no calculo de limites infinitos.

Teorema 2.7.1 Sejar €N, Entdo:

1 1
a) lim —=0; b) lim —=0.
x—+00 XTI xX——00 XTI
Demonstracao: Exercicio. ]

Agora, vejamos alguns exemplos.

4x—3
Exemplo 2.7.1 Calcule, se existir, lim .
x—+00 2x +5
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3 . . .
é uma funcao racional onde tanto o polinémio

4x —
Solucao: Observe que f(x)= 2x
X

do numerador quando do denominador tem grau um. Entdo, vamos colocar x em
evidéncia nos dois termos da fracao. Assim, usando as propriedades da fatoracao e
as propriedades de limites de funcoes, temos que:

X 4—E 3 li 1
. 4x-3 x) . A7y 43 m oy 50 4
M5 5:hr+n —5:111+n 5 1 2 502522'
xX—+00 X—+00 X—+00
X x(2+—) 2+2 245 1lim — <7
x x—)+00x
|
2x%2—x+5

Exemplo 2.7.2 Calcule, se existir, lim
x——00  4x3—1
2x>—x+5

4x3—-1
do numerador tem grau dois e o do denominador tem grau trés. Entdo, vamos co-

locar x3 em evidéncia nos dois termos da fracdo. Assim, usando as propriedades de
fatoracdo e aplicando as propriedades de limite de fun¢6es chegamos a:

Solucgdao: Observe que f(x)= é uma funcdo racional onde o polinémio

x3(2 1 + 5) 2 1 N 5
2x>—x+5 x x2 x3 Y~ x2 3 0—0+0 0
lim —— = lim X X X lim X X2 x% _ =-=0
x——00 4x3—1 X—+00 1 X—+00 1 4—0 4
x3 4__ -_
x3 x3
|
Exemplo 2.7.3 Calcule, se existir, lim —ot
xemplo 2.7. alcule, se existir, lim ———.
p X—+00 1/2_)(;2_5
- ) 4 5
Solucgdo: Considere g(x)=3x+4=x (3 + ;) eh(x)=2x?>-5=x? (2— ;) .Dessa
forma, como x — +00, segue que x > 0 e, consequentemente, x = |x| = +/ x2. Assim,
X
considerando f(x)= 8x) , chegamos a:

v h(x)

4 4
Lo sxtd x(“}) ) 3+~ 340 3
im ———= lim ————— = lim = =—
X—+00 /D x2 — X—+00 5 Xx—+00 5 2 — 2
V2x2—5 72 \/2__ V2—0 V2
x2 x2
[ |
Exemplo 2.7.4 Calcule, se existir, lim —ot
xemplo 2.7.4 Calcule, se existir, lim ——.
P x—-00 /2525
~ . 4 5
Solucdo: Considere g(x)=3x+4=x 3+; e h(x)=2x?>-5=x? 2—; .Dessa
forma, como x — —o0, segue que x < 0 e, consequentemente, x = —|x| = —+v x2.
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. . g(x)
Assim, considerando f(x)= ——=, chegamos a:
v h(x)
3 4 213
i 35 T T ~ im +;—lim T
x—»—oo‘/m X—+00 = z_i X—+00 xz\/E X——00 \/j
X x2 x2
340 3
 V2-0 V2

Exemplo 2.7.5 Calcule, se existir, lim .
x—=t00 x +1

2
Solucdo: Observe que f(x) = x):—

é uma funcao racional onde o polinémio do

numerador tem grau dois e o do denominador tem grau um. Entdo, vamos colocar
x? em evidéncia nos dois termos da fracdo. Além disso, observe que x — +00 €, por

isso, — — 0t e — = 0*. Assim, temos que
X X

) x? ) x2.1 ) 1
lim +1: lim —1 15" lim T 1 =0—+:+oo.
X—+00 X—+00 X—+00
* xz(_+_) E
X x2 x x2
|
o 2Xx—XP
Exemplo 2.7.6 Calcule, se existi, lim ———.
x—+00 3x +5

2

2
Solucgdo: Observe que f(x)= P é uma funcao racional onde o polinémio do

numerador tem grau dois e o0 do denominador tem grau um. Entdo, vamos colocar
x? em evidéncia nos dois termos da fracdo. Além disso, observe que x — +00 €, por

isso, — — 0% e = 0*. Assim, temos que
X X

2 2
2x — x? xz(;—l) PR |
1im = lim ———————*—= lim x—:—:—OO.
x—+00 3x+5 X—+00 (3 5) x—+o00 3 5 0+
x2 —_ 4 — _ -
X x2 X Xx2

|
Da mesma forma que no caso dos limites infinitos, caso o valor da variavel inde-
pendente cresca indefinidamente e com isso o valor da funcao fique cada vez mais

préoximo da reta y = b, teremos uma assintota que, nesse caso, serd horizontal. A
definicao formal é apresentada a seguir.

Definicao 2.7.3 Aretay = b édenominada Assintota Horizontal do grdfico da fun-
¢do f : X CR— R se pelo menos uma das seguintes afirmacoes for verdadeira:
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a) lim f(x)=Db eparaalgum N >0, se x > N, entdo, f(x)#b.

Xx—+00

b) lir_noof(x) = b eparaalgum N >0, se x <—N, entdo, f(x)#b.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.7.7 Encontre, se existirem, as assintotas horizontais e faca um esbogo do

grdfico da funcao f definida por f(x)= ‘/%
X

Solucao: Observe que

x.1 x.1 x.1

x — J— —
Vxe+1 1\ T 1
x2(1+—) v \[1+—=  [x|\|1+—=
x2 x2 X2

Portanto, temos que

flx)=

( 1
, se x>0
\1+—
x2
f(x)=A X
—— se x<0
1
\1+—
x2

Consequentemente, XEIPOO f(x)=1eque xl—i>IIloo f(x)=—1. Portanto, asretas y =1e
y =—1 sdo as assintotas horizontais do grafico da funcao f.

Observe que a fun¢do nao possui assintotas verticais, visto que o denominador
é sempre nao nulo. Um esboco do grafico de f é apresentado pela Figura 2.7.

Figura 2.7: Esboco do gréfico da funcado f(x)= sk
X

Exemplo 2.7.8 Encontre as assintotas (verticais e horizontais) e faca um esbog¢o do
grdfico da equacdo x y*—2y*—4x =0.
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Solucgdo: Temosque x y>*—2y*—4x =0= y?(x—2) =4x. Assim, considerando x # 2
X 0,
2

4x
temos que y*(x —2)=4x = y?= =3 Por outro lado, garantindo que
x —_—

4x
x—2

temos que y = +

e as condicoes

x—2 C8W ="\

ja descritas, temos que o dominio das fungoes f e g ficam dadas por Dy = D, =
]—00,0]U]2,+00[, como visto na Figura 2.8.

Dessa forma, considerando f(x) =

| |
| |
| |
| |
| |
+ — L+

| i
0 2

4x
x—2

Figura 2.8: Estudo do dominio das func¢des y =+

Dessa forma, temos que a candidata a assintota vertical é a reta x =2, visto que
é o ponto que torna o denominador das fungdes f e g nulo. Assim, como

X

X
li = lim 2 =400, b) li = lim —2 =—00.

D lig f()=lim 2y =g =vo0, ) i g(x)= Jimy

segue que a reta x = 2 é a assintota vertical do grafico da equacao. Por outro lado,
calculado os limites no infinitos das funcoes f e g temos que

. . 1 . . 1
@ ms=lm2ygTg=2 o lmgt)= i 2y Ty =2
. . 1 . . 1
b) lim f(x)= lim 2 > =2, d) lim g(x)= lim —2 > =—2,
X——00 X——00 1— < X——00 X——00 \ 1— <
Portanto, as retas y = 2 e y = —2 sdo as assintotas horizontais do grafico da

equacdo. Um esboco do grafico da equacdo fica dado pela Figura 2.9.

Figura 2.9: Esboco do grifico da funcdo x y*?—2y?—4x =0.

Agora, pratique os conceitos aprendido. Bons estudos.
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2.8 Exercicios
Exercicio 2.8.1 Calcule, se existir, o limite indicado.
. 2t+1 x+4 3_ VX2
a) lim ——; d) lim ; im 2x 4; 7 lim sy
t—+00 51 —2 x—+00 3x2—5 x—+00 5x+3 x=—00 x+4
2x+7 2x%—3 1
b) lim ——; e lim =~ % B lim (3x + —); o i YXiT2x+3
t——o0 4—5x x—+00 x4+ X——00 x2 ) x—1>r—noo x—+5
. x2—2x+1 4x342x%2—-5 . Vx2+4
0 lim ——f) lim — ;i) lim ;
x—+003x24+8x+5 x——00 8x3+x+2 x—+oo  x +4

Exercicio 2.8.2 Encontre, se existir, as assintotas horizontais e verticais do grdfico da

funcao f e faca um esbogo do mesmo.

1 1 C2x+1

a) fx)=——1; e flx)=——7/ ) fl)=——5

2x+1 1 . 4-3x
b) fx)=——2 D fx)=1+-7; D f@)=——=

4—3x _ . B 1'
o fx)=——7 & fW)=f 5 B f=1--;

1 2 1
d) fl)=1-—; W)= "= D fx)=1+—;
2

) R — _ x“+5x—-36 B
VIV e VY e O W

2
m) f(x)= J==)
3
n f(x)= ‘/’%;
2
o =
P f(x)=ﬁ;
x2—11x+30

/X3 —4x2—3x+18

Exercicio 2.8.3 Encontre, se existir, as assintotas horizontais e verticais do grdfico da

equacdo a seguir faca um esbogo do mesmo.
a) yx+2y—6x=0;
b) 3xy—2x—4y—3=0;

c) x*y*—x*+4y*=0;

g y*x+8y*—4x=0;

h) y*x*—y*+2x—4=0;

D) 9y*x?—y?+6x=0;

d) (y*—1)(x—3)=6;
e) x’y—2x2—y—2=0;
f) y?x*—=2y*—4x=0;
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j) 4y?x?—16y?—4x=0;

k) x*y+4xy—x*+x+4y—6=0.





