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3.5 Divergéncia de um Campo Vetorial

O primeiro operador que estudamos na Segao 3.3 foi o gradiente de um campo
escalar. Assim, aplicando o operador V a um campo escalar, obtemos um ve-
tor formado pelas derivadas parciais de primeira ordem da fungao. Agora in-
troduziremos um segundo operador, que diferentemente do gradiente, ele esta
relacionado com campos vetoriais, chamado de Divergente ou Divergéncia.

Definicao 3.5.1 Seja f: D C R* — R um campo vetorial dado por f(w) =
Oxy’ Oxy’ 7
5 " emistem e sdo continuas, entdo, definimos a Divergéncia do campo ve-

L
torial f, denotado por div(f), pela fun¢do escalar

(fi(w), fa(w), -+, fu(w)). Se as derivadas de primeira ordem

ox_ Ofi | 0f Ofn
d stz .
w(f) 0xy + 019 Tt ox,,
Como comentamos no inicio dessa secao, podemos definir um novo operador,
g 0 0
chamado de operador Nabla, dado por V = , R . Dessa
0x, 0xs ox,,
forma, sendo a funcado vetorial f dada por f = (f1, f2, -+, fn), podemos
reescrever o div(f) com a notagao de produto escalar, dado por:
R » O0fi  Ofs Ofn
d —Vv.f=22 322y
w(f) ! ox + 0xo Tt oz,

Observagao 3.5.1 a) Observe que o operador V nao é uma fungao e, por
1850, nao estamos fazendo um produto escalar entre V e f, apesar de
queremos induzir a ideia da operagao.

b) Em alguns livros usa-se a notagio V . .. fpam o divergente de um campo
vetorial f.

Vamos a alguns exemplos.

—

Exemplo 3.5.1 Dado o campo vetorial f(z,y,z) = (2z,e™, xyz), calcule

div(f).
Solucao: Temos que
= 0 0 0
) = —(2 4 — (%Y . — 3 Ty )
div(f) 395( %) + ay(e )+ az(a:yz) 8z° + ze™ + xy

Exemplo 3.5.2 Dado o campo vetorial

§lw,y,2) = (cos(zy2), In(a?y?2?), 5% — 4y + 32%),

—

calcule div(§)
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Solugao: Temos que

L 0 0 0
div(g) = %(cos‘l(xyz)) + a—y(ln(xzyQZQ)) + §(5x2 — 4y +32%) =

2
= —4yzsen(zyz) cos®(ryz) + = + 92°.
z
|

Utilizando a definicao de divergente e as propriedades de derivadas parciais
de funcoes, podemos provar que sao validas algumas propriedades envolvendo
o divergente de uma fungao.

Observagao 3.5.2 Sendo ﬁg : D C R* = R" fungoes vetoriais e sendo
h:D CR" = R uma fungao escalar diferencidvel em D, se div(f) e div(g)
existem, entao, seque que:

— — — —

a) div(f £ §) = div(f) £ div(§);  b) div(hf) = hdiv(f) + Vh- f.

Agora vamos definir outro operador importante na matematica. Para isto,
suponha que as derivadas parciais de segunda ordem de uma funcao f : D C
R™ — R existam. Entao, é possivel determinar o div(grad(f)). Como

_(Of of of
grad(f) = (6@’ ory ’6xn) ’

segue que

| 9 (Of\, O [Of 0 (9f
div(grad(f)) = . (8x1> + 0s <8x2) 4t 9r. (8%) :

Ou seja,

_O*f 82f+82f
02 Oy 022

0% 0% 02
Portanto, definindo o operador V? = (@, 8_y2’ @) temos que

div(grad(f))

div(grad(f)) = V*f.

Definicao 3.5.2 O operador diferencial V? é chamado de Laplaciano. A
equacao
Vif=0

¢ chamada de Equacao de Laplace.

O operador Laplaciano é muito utilizado no mundo real, principalmente no
estudo de equagoes diferenciais.
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Exemplo 3.5.3 Seja f: D C R® = R o campo escalar dado por f(x,y,z) =
0
22 —y? +wyz +273. Dessa forma, como — (2% — y* + zyz +273) = 22+ yz,

ox
0 0
8_3/(962 — 2 +ayz +273) = 2y +az e a(ﬁ —y? 4+ zyz + 273) = zy, seque
qiie

0 0 0
V2f(P) = %(Qx +yz) + 8_y(_2y +xz) + &(xy) =2+ (-2) =0,

ou seja, o campo escalar f(x,y,z) = x* — y? + xyz + 273 satisfaz a Equagado
de Laplace.

Agora, vamos falar de uma interpretacao fisica para o divergente.

Interpretacao Fisica do Divergente

Na Mecanica dos Fluidos, encontramos uma equacao importante, chamada
de Equacao da Continuidade. Essa equagao é definida por

dp

div(u) + i

0,

onde 4 = pv, sendo p = p(z,y,2,t) a densidade do fluido que depende da
posigao e do tempo e ¥ = U(x, y, 2,t) o vetor velocidade, também dependente
da posicao e do tempo. Reescrevendo a equacao da continuidade, temos que

dp S
5% —div(W).

Logo, a divergéncia de um campo vetorial pode ser visto como uma medida
da taxa de variacao da densidade do fluido em um ponto. Assim, quando a di-
vergéncia é positiva em um ponto do fluido, a sua densidade esta diminuindo
com o passar do tempo. Nesse caso, dizemos que o fluido esta Ezpandindo
(ou que existe uma Fonte de fluxo no ponto). Caso a divergéncia seja ne-
gativa, o liquido esta Contraindo e, por isso, a densidade do liquido estard
aumentando com o passar do tempo. Por outro lado, se a divergéncia é zero
em todos os pontos de uma regiao, entao, temos que o fluxo de entrada na
regiao é exatamente equilibrado pelo fluxo de saida. Logo, o fluxo nao é
criado nem destruido, ou seja, nao existe fonte nem semi-douro na regiao.

Assim, se a densidade de um liquido dada por uma funcao é constante em
relagao ao tempo, entao, temos que a equagao da continuidade fica dada por
div(¥) = 0, e o campo vetorial ¥ é chamado de Campo Solenoidal. Agora,
vamos a alguns exemplos.

Exemplo 3.5.4 Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade
U= :L‘; Mostre que todas as particulas se deslocam em linha reta e que
o campo de velocidade dado representam um possivel escoamento incom-
pressivel.
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Solugao: Um fluido incompressivel tem o fluxo de entrada igual ao fluxo
de saida e, por isto, o fluido serd incompressivel se div(v') = 0. Dessa forma,

como o 0f of
div(0) = ==+ =2+ 2 =04+ 0+0=0,
Jdr Oy 0z
em todos os pontos do R2, segue que o campo velocidade representa um
possivel escoamento incompressivel. Por outro lado, uma representacao grafica

do campo vetorial v fica dada pela Figura 3.11.

— . —r — e — — —

Figura 3.11: Representagao do campo vetorial 7 = (0, z,0).

Como os vetores velocidades estao todos apontando na mesma direcao, segue
que o movimento das particulas é linear, pois caso contrario, os vetores velo-
cidades apontariam para direcoes diferentes. Portanto, o liquido se desloca
em linha reta. |

Exemplo 3.5.5 Um campo de escoamento compressivel é descrito por

t

i(x,y,t) = plx,y,t)d(z,y,t) = 2ze™", —axye™),

onde x ey sao as coordenadas do vetor posi¢io (dadas em metros), t € a
coordenada que representa o tempo (em sequndos), p representa a densidade e
¥ representa a velocidade (dados em kg/m?® e m/s, respectivamente). Calcule
a taza de varia¢ao da densidade p em relagao ao tempo, no ponto P(3,2) e
comt=0.

Solugao: Temos que a derivada da densidade, em relacao ao tempo, é dada
pela equacao da continuidade, ou seja,

% = —divi.

Por isso, como a taxa de variacao da densidade em relacao ao tempo ¢ igual
ao valor da derivada parcial da densidade em relagao ao tempo, segue que

%(P*) = (2" —xe " +0)

onde P*(z,y,t) = (3,2,0). [ |

pr = —(2—3) = lkg/m?®s,
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Exemplo 3.5.6 Para um escoamento no plano XY, a componente em y da
velocidade é dada por y* — 2x + 2y. Determine uma possivel componente em
x para que o escoamento seja um possivel escoamento incompressivel.

Solugao: Para que um escoamento no plano XY seja incompressivel, é
necessario que div(v) = 0, onde ¥ é o vetor velocidade e 0 mesmo tem que
ser dado por ¥ = (vy,y? — 2z + 2y). Assim, temos que

div(ﬁ)z%—i—Qy—i-Q:O.

31}1

Dessa forma, precisamos que I = —2y—2e, porisso, v; = f(—?y— 2)dx +
x

a(y) = —2xy — 2z + a(y), sendo a(y) uma fungao qualquer em y. [ |

Exemplo 3.5.7 Quando uma funcgdo escalar fz,y,z) tem derivadas de se-
gunda ordem continuas e sendo div(V(f)) = 0 num dominio, seque que f
€ chamada de Fun¢ao Harmonica nesse dominio. Verifique se as sequintes
fungoes sao harmonicas:

a) f(.T,y,Z) = I2y+6y -z
b) f(z,y,2) = 2xy +yz;

Solugao: Uma funcao escalar é harmonica se, e somente se, a funcao f
satisfaz a equacao de Laplace. Assim:

a) como Vf(z,y,2) = (2ry,2* +e¥,—1) = V2f = 2y + eV # 0, segue que a
fungao f(x,vy,2) = 2%y + ¢¥ — 2z ndo é uma fungao harmonica.

b) Como Vf(z,y,2) = (2y,2z + 2z,y) = V?f = 0 e f é um polinémio (f
tem derivadas parciais continuas de qualquer ordem), segue que a fungao
f(x,y,2) = 2%y + €Y — z é uma funcao harmonica.

[ |
Observacao 3.5.3 Da equacao da continuidade, temos que
div(d) = div(pt) = pdiv(V) + Vpv.
Dessa forma, podemos reescrever a equac¢ao da continuidade por

B
a—'§+p-div(17)+Vp-77:0.

3.6 Exercicio

Exercicio 3.6.1 Dado o campo vetorial fj encontre div(f).
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— —

a) flz,y) = (22% ™), f) f(z,y) = (@ + 9% 2° —y*);
b) flz,y) = (sen®(x),2cos(x)); q) flz,y.2) = (22,92 22);
c) ﬁ(x, y,2) = (22%y?, 3zyz,y*2);  h) ﬁ(x, y) = (e* cos(y), e*sen(y));

(33', Y, Z) = (xyZ?’? 21’y3, —$2y2’);

d) flz,y.2) = (In(zy), @, 2); 1)

e) flw,y,2) = Qutdz,y—23v—yz)j) flwy,2) = (vy°z 2092, 3uy?2);

Fl = Y < ara \T .
k) (x,y)—<\/x2+y2,\/x2+y2>,p (z,y) # (0,0)

Exercicio 3.6.2 Sendo @ = (2? — y*).V(f), calcule div(@) no ponto P =
(1,2,3), sabendo que f(x,y,z) = sen(zy) + 2.

Exercicio 3.6.3 Sendo @ = (z* — y?).V(f), calcule div(d) no ponto P =
(—1,2,—1), sabendo que f(z,y,z) = xyz + 2xy.

Exercicio 3.6.4 Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade v
dada. Verifique se U representa um possivel fluro incompressivel.

a) Ww,y,2) = (2% 2,9%); d) v(x,y) = (2y —3,2%);
b) 17(37’ Yy, 2) = (2,, _1); 6) 17(377 y) = (-, 1’),’
c) v(z,y) = (2zy, x); f) v(x,y,2) = (2xz, —2yz,22).

Exercicio 3.6.5 Verifique se as sequintes funcoes sao harmonicas em algum
dominio D.

a) f(x,y,2) = yz + In(zy); e) flz.y,2) = o® y; _ %2

b) fla,y) =2(z* —y?) +y +10;

) J(.y) = senf) cosh(y); ) fega=ety+s

d) f(z,y,2) = 2" +y* + 2% 9) f(z,y) = e"cos(y).

Exercicio 3.6.6 Mostre que a funcio f(x,y,z) = ! ¢ uma

/1132+y2+22

funcao harmonica.

Exercicio 3.6.7 Prove que o campo vetorial v(x,y, z) = com(x,y,z) =

,r_,‘
i

(x,y,2), € um campo solenoidal fora da origem.
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