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2.5 Derivadas Parciais de Funcgoes Vetoriais

Estudando funcgoes vetoriais de uma variavel pudemos perceber a semelhanca
com as fungoes escalares. Agora, estamos estendendo a ideia para fungoes
vetoriais de varias varidveis. Aqui, vamos estender a nocao de Diferenciabi-
lidade de Fungoes Vetoriais de Varias Varidveis, comecando com a definicao
de Derivada Parcial de Funcgoes Vetoriais.

Definicao 2.5.1 Considere uma funcao vetorial f: D CR'— R" A

Derivada Parcial de f em relacao a varidavel x;, denotada por (ou por

ﬁ), ¢ definida por

f
al‘i

— —

af . f(xly"';xi+A$i7"'7mn)_ (xly"';l‘i;”'7xn)
= lim J
@xi Axz—0 ALL’Z

para todos os pontos (x1,- -+ ,x,) € D, tais que o limite ezista.

Observagao 2.5.1 a) Pela definicio de derivada parcial para fungoes ve-
toriais de vdrias varidveis, pela operagoes com vetores e as propriedades
envolvendo soma e limite de funcoes, temos que a derivada parcial de uma
funcao vetorial de vdrias varidveis € obtida pela derivada parcial de cada
uma das fungoes coordenadas de f em relacao a variavel desejada.

b) Para uma funcio vetorial f : R — R3, digamos
f(xayaz) = f1<l',y,2>;+ f2(x7y7 Z);—l— f3(x7y72>];:7

temos que as derivadas parciais ficam dadas por:

of _Oh S - Ofs -
%(xvya Z) - O (l’,y,Z)Z + or ($ay>z)] + O (JT,y,Z)k',
of _Ofi - Of) - Ofy -
ay(wazﬁz) - ay (Zﬂ,’y,Z)’l + 8y (l’,y,Z)] + ay ('Tayv’Z)ka €
of _Ofi - Ofs - Ofy -
g(l‘aya 2) - Oz (J],y,Z)Z+ Oz (xvyaz)j + Oz (ZE,y,Z)k

Vamos a alguns exemplos.
Exemplo 2.5.1 Dada a func¢ao vetorial

Tl 9,2) = (2% + 45 — 325, VT Ty T 2, sen(ay2),
determine as suas derivadas parciais.

Solugao: Vamos obter primeiro a derivada parcial em relacao a variavel x,

. of
ou seja, vamos obter ——

or’
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f

Temos que fi(z,y,z) = 23 + 4y? — 323, logo B 3z%. Ainda temos que
x

0 1
fg(.’l]7y,2) = \/l"l’y_’_ze, por iStO, a—f = m

f3(x,y, 2) = sen(zy?z), consequentemente, 8_3 = y*z cos(zy?z).
T

. Por fim, temos que

of . 1 . .
Portanto, 8_f = 32% + ———j + y*z cos(zy2)k.
x

2V/r+y+=z

0
Para o célculo de of observe que fi(x,y,2) = z3 + 4y*> — 323, Entao,

dy’
0
a—fl = 8y. Para a segunda fungao coordenada, fao(x,y,z) = Jr+y+ 2.
Y
0 fs B 1 _ 2
Logo, =— = ———. Por fim, temos que f;3(z,y,z) = sen(zy°z) e,

oy 2Vr+y+z

desta forma, 8_3 = 2xyz cos(zy’z).
Y

of - 1 . .
Portanto, =~ = 8yi + ——————j + 22yz cos(zy*2)k.
oy = s s Ry coslay)
0 0
Por fim, para 8_f’ como fi(z,y,z) = z° + 4y* — 323 segue que a—fl = —922.
2 x
0 1
Ainda, como fy(x,y,z) = /T +y+ z, temos que ﬁ = ———— Por

0z 2yr+y+z

0
tltimo, como f3(x,y, z) = sen(xy2z), temos que —— = zy® cos(zy?2).

0z

of , 1 By .
Portanto, —f = —92% + ——j + xy® cos(zy2)k. ]

0z 2T +y+ 2

Exemplo 2.5.2 Dada a fungio vetorial f(x,y,z) = /Ti + xyz2] + 4ev*k,
determine suas derivadas parciais.

Solugao: Temos trés derivadas parciais. Vamos obter a primeira. Temos

que ﬁ = (% % %> Logo, g(aﬁ,y,z) = (%,yz2,0>.

oz dz’ Oz’ Oz ox 2\/x
. . of  (0fy Of» Ofs
Para a segunda derivada parcial, como —— = [ —, ==, —— |, segue que
dy Oy 0y 0Oy
g—?};(x,y, z) = (0,x22,4zeyz).
Por fim, para a terceira derivada parcial, como g = %, %, % , segue
0z 0z 0z 0z
of .
que =>(2,y, 2) = (0, 2zyz, dye”™). L

Exemplo 2.5.3 Dada a funcao vetorial f(u, v) = (ue?, u*v), determine Pu
u

a —
no ponto (2,0) e 8_f no ponto (—1,1).
v
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Solugao: Observe que

37
a—£(270) = (", 2uv)| 5,9, = (€°,2.2.0) = (1,0)
¢ —
0
8_‘1]j(_1’ 1) = (uev7u2)‘(_171) — (—1.61, (_1>2) _ (—G, 1)

—

Exemplo 2.5.4 Dada a fungao vetorial f(u,v) = (ucos(v),usen(v),v), de-
. of of
termine —— e ——.
u - Ov

Solugao: Temos que

of of
%(u,v) = (cos(v),sen(v),0) e 5 (u,v) = (—usen(v),ucos(v),1).
|
Exemplo 2.5.5 Dada a fungao vetorial
Fl,u1) = (xeos(t) — ysen(t), zsen(t) + yeos(t)),
etermine =, 9 v
Solugao: Temos que
oF
2 (0,,0) = (costt), sent)).
of B
a_y(xa Y, t) - (—sen(t), COS(t)) e
of
E(w,y,t) = (—xsen(t) — ycos(t), xcos(t) — ysen(t)) .
[ |

Agora, vamos falar de duas interpretacoes geométricas das derivadas parciais
de uma funcao vetorial de varias variaveis.

Interpretacao Geométrica da Derivada Parcial

Para visualizar uma aplicagao de derivada parcial de funcoes vetoriais de
varias varidveis, considere uma funcio vetorial f : D C R?® — R3, digamos

f = f(z,y, z), de forma que a fungao vetorial seja continua em todo elemento
de D.

Se mantemos as varidveis y = b e z = ¢ constante, entao, f passa a ser uma
fungao vetorial de uma varidvel (a variavel x) e, por isso, ela descreve uma
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—

curva no espago. Para esse caso, a funcao vetorial f = f(x,y, z) passa a ser

—

representada pela curva g(x) = f(x,b,c).

Dessa forma, a derivada parcial de fem relacdo a x no ponto A = (a, b, c)

—

equivale a derivada da funcdo g(x) = f(z,b,¢) em x = a. Portanto, se no

0
ponto A temos que a derivada parcial é nao nula, ou seja, se 8_f # (, entao,
x

esse vetor é o vetor tangente a curva dada pela curva g(x) no ponto A. Veja
uma representacao na Figura 2.1.

Figura 2.1: Uma interpretacao geométrica para a Derivada Parcial de f em
relagdo a uma das varidveis.

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 2.5.6 Seja f a fungao vetorial dada por

—

Flx,y, 2) = y%i + zcos(x)] + zsen(z)k.

a) Descreva a curva ¢ obtida fazendo y =0 e z = 3.

0
b) Represente nesta curva a deriada parcial 8_f no ponto A = (%, 0, 3).
x
Solucao:

—

a) Temos que ¢ : f(x,0,3) = (0,3cos(x),3sen(x)) e, por isso, a curva c fica
dada por ¢ : g(z) = (0,3 cos(x),3sen(x)), ou seja, ¢ é a circunferéncia
centrada na origem e raio V3 contida no plano Y Z.

b) Como Z—g(x) = g—f(P) = (0, —3sen(z), 3cos(x)), aplicando o ponto P =
x x
™ dj /m of 3 3V3
T h YT Z %y = (0,-2, Y2 L
(6,0,3) chegamos a — <6> 8:5( ) (O, 5 g 0go, uma

representacao dessa curva e do vetor tangente no ponto fica dado pela
Figura 2.2.
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dglix
/ GRD)
16

8 —
Figura 2.2: Representagao do vetor a—f(P) do Exemplo 2.5.6.
T

—

Exemplo 2.5.7 Seja f a funcao vetorial definida por

—

f(u,v) = (ucos(v), usen(v), 4 — u?),
<v

para 0 <u<2el < 2m. Determine as curvas obtidas fazendo u=12

of G,
ev= Z, respectivamente, e determine também —f <\/§ 7T) f <\/§ —).
4 ou D) 4

~ L T
Solugao: Para obtermos a primeira curva, tomemos v = 1 em f. Dessa

forma, temos que

d_§<\/§) _ 6_5(\/5, f) - (ﬁ Q,—Z\@> .

27 2
Por outro lado, para obtermos a segunda curva, tomemos v = /2 em f e,

| h(v) = ]?(\@7 U> = (\/5003(1)), ﬁsen(v),()) .

Com isso, temos que %(v) = g—f(\/i v) = (—v2sen(v),V2cos(v),0) e,
v v

consequentemente,
(-5 (2]
|

Vamos a uma segunda interpretagao para a derivada parcial de uma fungao
vetorial de varias variaveis. Podemos considerar uma funcao f DCR®—

F c R?, dada por f(x,y, t) = (fi(x,y,t), fa(x,y,t)), como sendo um esco-
amento bidimensional, onde (z,y) representam a posigdo da particula num
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subconjunto F' C R?, no tempo ¢t = 0. Assim, temos que f(x, y,t) representa
a posicao da particula depois de decorrido o tempo t. Veja uma representagao
dada pela Figura 2.3.

Figura 2.3: Representagao de um escoamento bidimensional dada pela funcao
vetorial f.

Dessa forma, o caminho obtido pela particula ao se movimentar a partir do
instante ¢ = 0 gera uma “Trajetéria do Escoamento”. O conjunto formado
por todas as trajetorias do escoamento, determinadas pela fungao f, forma
a “Geometria do Esgoamento”. Tomando todos os vetores tangentes a tra-

. 0 .
jetoria, dados por —f(x, y,t), para um determinado tempo ¢ fixo, obtemos o

“Campo de Velocidade do Escoamento” no instante t.

Exemplo 2.5.8 Um escoamento € dado por
f(a:,y,t) = (33225, —yQt) )

Determine o campo de velocidades do escoamento.

Solugao: Como o escoamento é dado por f(x y,t) = (22t, —y*t), segue que
o campo de velocidades do escoamento fica dado por

%(m,y,t) = (1’2, _y2) .
|

Agora falaremos de Derivadas Parciais de Ordem Superior. As derivadas
parciais de uma funcao vetorial de varias variaveis f, geralmente, também
sao funcoes vetoriais de varias variaveis e, por isso, elas podem ser derivadas
parcialmente sobre as suas variaveis, quando elas existem.

Observacgao 2.5.2 a) As derivadas parciais das derivadas parcz'ais primei-
ras sao chamadas de Derivadas Parciais de Segunda Ordem de f Asszm
se f f(w y), seque que as derivadas parciais de sequnda ordem de f 5a0

dadas por:
P _ . of\ of _ . of
ox2 T 8I ox | oyox TV 8y or |’
*f . of\ o*f _Fo- of
oxoy YT 81: Ay | oy T 8y ay |-
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b) Da mesma forma é possivel obter as derivadas parciais sequndas de uma
funcao f de trés varidaveis, sendo que para cada derivada parcial primeira
€ possivel obter trés novas derivadas parciais, uma de cada varidvel.

c¢) As derivadas parciais de terceira ordem sdo as derivadas parciais das deri-
vadas parciais de sequnda ordem, quando as derivadas existirem. E assim,
as deriwadas parciais de ordem n sao as derivadas parciais das derivadas
de ordem n — 1, quando as derivadas existirem.

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 2.5.9 Dada a funcao

—

f(@,y,2) = (sen(zy + 2z), e"sen(y), x In(yz)),
determine f;z e ﬁzy.

Solugao: Como a derivada parcial de primeira ordem é dada pela derivada
parcial de cada uma das fungdes componentes, segue que

—

fe(x,y, 2) = (yeos(xy + 2z), e*sen(y), In(yz)).

Entao,
. 0, - 1
fxz(wai%z) - ;(fx(xayvz)) = —2ysen(3:y+2z),0,— .
z z
Dai,
B o -
fa:zy(x7 Y, Z) = a_y(fxz(xv Y, Z)) = (—QSGH(Iy + 22) - QZEyCOS(iL"y + 22)7 07 0) .

—

Exemplo 2.5.10 Dada a fungio f(x,y,z) = (xty? y* + 2%, zyz), determine
fay € fyz mo ponto P = (2,1,4).

Solugao: Temos que

fo(z,y,2) = (42°y%,0, y2)

e que
fylz,y, 2) = (22y, 4y°, 22).

Entao, fu,(z,y,2) = (82%y,0,2) e fu.(z,y,2) = (82%y,0,2). Assim, apli-

cando o ponto P, concluimos que f,,(P) = f,.(P) = (64,0,4). [

No Exemplo 2.5.10 podemos observar que as derivadas de segunda ordem
f;y e jzx sao iguais, mas nem sempre este fato é verdadeiro. Para descobrir
quando essa igualdade é valida, basta aplicarmos o Teorema de Schwartz. No
curso de Calculo de fungoes escalares vocés ja devem ter utilizado a versao
correspondente do mesmo. A seguir apresentaremos o seu enunciado.
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Teorema 2.5.1 Teorema de Schwartz: Suponha que f: f(x,y,z) seja de-
finida sobre uma bola aberta B = B(Py,r) e que fi, fy, foy € fyz também
sejam definidas em B. Entdo, se fyy € fye sao continuas em B tem-se que

Jicy(PO) = ]Ey;:p(PO)'

Demonstracao: Serd omitida. ]

Agora, vamos aos exercicios.......... Bons estudos.

2.6 Exercicios

Exercicio 2.6.1 Em cada um dos itens abaizo encontre as derivadas parciais
de primeira ordem.

a) f(a:,y,z) = \/§;+ 22y222] + ek
. T —y

b 'y Yy = —72 a3 5

) §(z.y,2) (Hy z )

¢) hz,y,2) = (9—2%9— 42,9 — 22);

d) f(z,y) = (e**, xye™);

e) glz,y) = (z/y, (x — y)ln(y));
/)

l

(x,y,2) = (e, In(zz),2).

gy

—

Exercicio 2.6.2 Dada a funcao vetorial f(x,y,2) = (v*y,x+y,xz), encon-
tre:

—

a) @=lime.y.)-a11 f(2,9,2),
b) f(1,0,1),
¢) f,(1,0,1).
d) Conclua que ﬁ;(l,O, 1)+ f;,(l,(), 1)=a.
. of of of

Exercicio 2.6.3 Dada f(z,y,z) = (e, e¥*, e*), encontre —— + —— + ——

or Oy 0z

Exercicio 2.6.4 Seja f(x,y,z) = zzi+y(1+22)j+zk. Entdo: (a) descreva
a curva obtida fazendo y =2 e z = 1; (b) Represente nesta curva a derivada

0
parcial 8_f no ponto Py = (1,4,1).
x

Exercicio 2.6.5 Seja f(z,y, z) = ucos(v)i +usen(v)j + (3+u?)k, para 0 <

u<3e0<wv<2r. Entao: (a) determine as curvas obtidas fazendo u = V3
of of

ev= g, respectivamente e (b) determine 8_£ (\/g, g) e a—i (\/g, g)
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Exercicio 2.6.6 FEncontre todas as derivadas parciais de sequnda e de ter-
ceira ordem das fungoes vetoriais abaixo.

a) f(x, Y, z) = (xyz,xy, va?+ z2);

b) f(:z:, 2) = (xyt, 2% + 1, we¥?);
¢) flz,y.2) = (zyz,In(y), In(2));
d) f( = (e¥sen(z), e sen(y), z);
11
(; )
1) fla,y) = (\/7 reox 563/))

9) fla.y) = (i + ). VI=2" = 7).

Exercicio 2.6.7 Encontre todas as derivadas parciais de sequnda ordem da

—

funcao vetorial f(x,y,2) = (x+y+z2,(x +y+ 2)% (x +y+ 2)3), no ponto
Py =(1,0,1).

Exercicio 2.6.8 Verifique as hipoteses do Teorema de Schwartz para cada
uma das fungoes abaixo.

a) fla,y) = (:vy V2 +y2>;

—

b) f(x,y) = (zy*, 2y® + 1,2e™);

o) Flag) = (e,

2 +y?’
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