Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFSJ

3.3 Derivada Direcional e Vetor Gradiente de
Campos Escalares

Vamos iniciar essa se¢ao com a definicao de Derivadas Direcionais.

Definicao 3.3.1 Considere um campo escalar dado pela funcao f : D C
R™ — R. Tome um ponto P no campo escalar e uma direcao dada por um
vetor unitdario b. Seja r reta passando por P e que tenha direcdo dada por b.
Seja () um ponto sobre r e chame a distancia entre QQ e P por s. Se o limite
0 — f(P
OF ) _ i (@ = F(P)

0s s—0 s
existe, entao, ele € chamado de Derivada Direcional de f em P, na direcao

de b.

Uma representacao geométrica para a definicao de derivada direcional em R?
é apresentado na Figura 3.8.

~
1
1
1

Figura 3.8: Tlustracao da definicao de derivada direcional de um campo es-
calar em R?.

Em outras palavras, dada uma superficie S e uma direcao dada por um
vetor l;, se tomarmos um plano que contenha be que intersecta a superficie,
obteremos uma curva. Logo, tomando a reta tangente a esta curva obtida,
teremos a derivada direcional procurada.

Ainda, podemos observar que as derivadas parciais sao casos particulares
de derivadas direcionais, quando sao todas as direcoes dos vetores da base
canonica, ou seja, no espaco as direcoes de ;, je k. Temos ainda que existem
infinitas derivadas direcionais de f em P, visto que existem infinitas dire¢oes
b que podemos considerar.

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 3.3.1 Calcule a derivada direcional do campo escalar f(x,y) =
2?2+ y% em P = (2,1), na diregio de 7= (—1,2).

Solugao: Um vetor unitario w, na direcao de v é dado por
7] (—1,2) (—1 2 )
w = g = — = —_—, — = .
Wl /(1) + 22 V5 V5
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Dessa forma, um ponto () na semirreta que contém & fica dado por s e,
consequentemente,

PO=sd=0Q-P=sid=Q=P+sd=

Logo, a derivada direcional fica dada por

S 2s
Of (py — i 1@ = F(P) _ hmf <2— %,uﬁ) — f(2,1) )
85 s—0 S 550 S
Zlimf =lims=0.
s—=0 s 5—0

Exemplo 3.3.2 Determine a derivada direcional do campo escalar

f('rayWZ) - ‘7‘2 +y2 - 2227
em P = (1,2,2), na dire¢ao do vetor @ = (1,2,2).

Solugao: Um vetor unitario na direcao de a é dado por

. a 1 2 2
W= - = 576970 |
@l \3'3'3

2 2

Logo, como ) = P + sdJ, segue que () = (1 + %, 2+ 38, 2+ gs) e, por isso,

S 2s 2s 2

Fll+z2+ 22+ ) - f(1,2,2) —2s— =

of : 3 3 3 . 3
—(P) = lim = lim —2 = —2.

0s s—0 S s—0 S

[ |

Conhecendo a derivada direcional de um campo escalar, fica natural pensar
que seja possivel desenvolver métodos que tornam o seu cdlculo mais pratico.
Para isso, vamos definir um primeiro operador que utilizaremos a partir de
agora. Esse operador é conhecido por Gradiente de um campo escalar, que
vai ser apresentado a seguir.

Definicao 3.3.2 O wvetor Gradiente de um campo escalar f: D C R* — R,
denotado por grad(f) ou Vf, é o vetor dado por

Vi) =gradN(P) = (5L gL ).

Observe que o operador gradiente transforma uma fungao escalar numa fungao
vetorial, essa ltima formada pelas derivadas parciais de primeira ordem da
funcao escalar. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 3.3.3 a) Seja f(z,y,2) = 22% + 2y* — 2%, um campo escalar defi-
nido em R3. Entdo, temos que

Vf(z,y,z) = (4z, 4y, —22).

b) Seja g(x,y) =z + €Y, um campo escalar definido em R?. Entao,
grad(g)(z,y) = (1,¢").

¢) Seja h(z,y) = 22% + y?, um campo escalar definido em R* e P = (2,—1)
um ponto. Entao, para esse ponto P especifico, temos que

Vf(P) = (4115, 2y)|P = (87 _2)'
|

Sendo o gradiente de um funcao escalar f(z,y, z) uma fungao vetorial, temos
que o mesmo define um campo vetorial chamado de Campo Gradiente. Dessa
forma, podemos fazer a sua representacao grafica.

Exemplo 3.3.4 Esboce o campo gradiente gerado pela funcdao escalar defi-

1
nida por f(z,y,z) = E(xQ + 9% + 2%).

Solugao: Temos que Vf(x,y,2) = (fs, fy, [-) = (x,y,2). Dessa forma,
segue que o campo gradiente desse campo escalar fica dado pela Figura 3.9.

f-\\\\‘\'\\

Zi

1
Figura 3.9: Campo Gradiente da funcao f(z,y,z) = §(x2 + %+ 2.

N\

Exemplo 3.3.5 Em um solido na forma de uma esfera metdlica de raio 3cm,
a temperatura T'(z,y,z) em cada ponto € proporcional & distancia do ponto
até a superficie do solido, sendo o coeficiente de proporcionalidade igual a 1.
Represente, algebricamente, o campo gradiente gerado por T'(z,y, z).

Solugao: Vamos considerar que o centro do sélido coincida com a origem
do sistema de coordenadas. Desta forma, a distancia de qualquer ponto ao
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centro da esfera é dado por d = /22 + y% + 22. Logo, temos que a tempe-
ratura num ponto P(x,y, z) fica dada por T(z,y,z) = 3 — /22 + y? + 22

Portanto,

VT (z,y,2) 7 Y -
x7y7z = ) ) *
Va2 + 2+ 22 a2y + 22 a4y + 22

Observacao 3.3.1 E possivel demonstrar que o gradiente de funcoes esca-
lares apresentam as sequintes propriedades. Sejam, f e g fungoes escalares
tais que existam Vf e Vg, e seja k uma constante. Entao:

a) V(kf)=kVf;
b) V(f£g)=Vf+Vy;
¢c) V(f-9)=[fVg+g-Vf;

) Vi) = YL,

Vamos agora estender a ideia de Curva de Nivel. Quanto tomamos fungoes de
duas varidveis, se considerarmos apenas os pontos tais que f(z,y) = k, com
k constante, teremos entao uma curva de nivel. Considerando funcoes com
mais variaveis teremos as Hiperficies de Nivel. Na definicao a seguir tomamos
funcoes de trés variaveis, obtendo a definicao de Superficies de Nivel.

Definigao 3.3.3 Uma Superficie de Nivel de um campo escalar f = f(z,y,x),
¢ um superficie formada por todos os pontos de forma que f(x,y,z) = k, onde
k ¢ uma constante.

Vamos agora apresentar uma aplicagao para o gradiente de uma funcao.
Nesse primeiro caso, vamos mostrar que sob certas condigoes, o gradiente de
uma funcao é um vetor normal a superficie num ponto dado.

Teorema 3.3.1 Seja f : D C R® — R wum campo escalar tal que, por um
ponto P do espago, passa uma superficie de nivel S de f. Se Vf #0 em P,
entao, V f € um vetor normal a S em P.

Demonstracao: Seja C' uma curva no espago que passa por P e que esteja
contida na superficie de nivel S. Represente C' por 7(t) = (z(t), y(t), z(t)).
Como C C S, temos que f(r) = k. Entao, derivando em relagao a t teremos

0fdu 0fdy  Ofds _
dxdt  Oydt 0Ozdt

—

dr
Em outras palavras, V f-— = 0. Entao, o vetor gradiente V f é perpendicular

- dt
dr

ao vetor —

dt
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—

T, ~ .
Como o vetor — é tangente a curva C' em P, entao, temos que Vf é um

vetor normal a curva C' em P. Logo, como C' é uma curva qualquer em S,
temos que V f é normal a superficie .S. |

Exemplo 3.3.6 Determine um vetor normal a superficie z = x? + 4%, no
ponto P = (1,0,1).

Solugao: Temos que a superficie pode ser escrita como uma superficie de
nivel, da seguinte forma: f(xz,y,2) = 2* + y*> — 2. Assim, como o gradiente
pode ser um vetor normal a superficie, basta encontrar V f(P) e verificar se
ele satisfaz as hipdteses do teorema.

Como Vf(z,y,2) = (2z,2y, —1), segue que Vf(P) = (2,0 — 1) # 0. Por-
tanto, o vetor V f(P) = (2,0 —1) ¢ um vetor normal a superficie z = z* +y?,
no ponto P = (1,0,1). [ |

Exemplo 3.3.7 Determine um vetor perpendicular a circunferéncia x* +
y? =9, no ponto P = (2,V/5).

Solugao: O vetor em questao, é um vetor normal , pois ele serd perpendicu-
lar ao vetor tangente a superficie. Além disso, temos que esta circunferéncia
pode ser vista como uma curva de nivel dada por: f(z,y) = 22+y*—9. Logo,
se Vf(P) # 0, temos que V f(P) serd um vetor normal a circunferéncia.

Dessa forma, como Vf(z,y) = (2z,2y) segue que Vf(P) = (4,2v5) # 0.
Portanto, o vetor (4, 2\/5) ¢ um vetor perpendicular a circunferéncia z2+y? =
9, no ponto (2,/5). [ |

Vamos agora relacionar o calculo de derivadas direcionais com o gradiente
de uma funcao. Para isso, considere @ como sendo o vetor posicao do ponto
P. Entao, observando a Figura 3.10, podemos concluir que para um ponto
() sobre a semirreta que tem a direcao do vetor b e tem origem dada por P,
0 seu vetor posicao ¢ dado por 7(s) = (z(s), y(s), 2(s)) = @ + sb.

X

Figura 3.10: Visualizagao dos vetores @ e b.
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: . o of L
Assim, segue que a derivada direcional D5’ na direcao b em P, sera igual a
s

derivada da fungao f(z(s),y(s), z2(s)) em relagao a s aplicada em P. Supondo
que as derivadas primeiras de f existem e sao continuas, e aplicando a regra
da cadeia, temos que

Q(P) _ <8fd:17 N 8fdy+ (3de> (P).

ds Jdrds Oyds 0zds
L, dxdydz e _ (of of of )
Como 77 = (ds s d3> =b,eVf = (8x7 9y 9z )" podemos concluir
que
of -
2Py =TV f(P),

ou seja, a derivada direcional de uma func¢ao f, na direcao do vetor unitario
b aplicada em P, tem o mesmo valor do produto escalar dos vetores V f(P)
e b. Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 3.3.8 Determine a derivada direcional de f(x,y, z) = bx* —6zy+
z, no ponto P = (—1,1,0), na dire¢io do vetor v = (2,—5,2).

Solugao: Temos que Vf(z,y,z) = (10x — 6y, 6x,1) e, por isso, Vf(P) =
(—16,—6,1). Um vetor unitério da dire¢ao do vetor ¥, é dado por

. U ( 2 5 2 )
U= = ) ) .
7] V33 /33733

Portanto, a derivada direcional de f na direcao de ¥ em P fica dada por

of B 2 5 2\ s _ —60
%u})_(\/ﬁ’\/ﬁ’\/ﬁ) (—16, 6,1)—\/5.

Exemplo 3.3.9 Determine a derivada direcional de f(z,y,2) = x*+1y*+ 22,

1 1
no ponto P = (—17 2, 5) , na direcao do vetor que une P a Q) = (—2, 0, 3
Solugao: Temos que Vf(z,y,2z) = (22,2y,2z) = Vf(P) = (—2,4,1
Além disso, temos que um vetor que dé a direcao é o vetor u = ﬁ
(—1,—2,0). Logo, um vetor unitario, na diregdo de @ é dado por b =

1).

-1 2
<— —, 0). Portanto, a derivada direcional procurada, é dada por

V5 V5

Agora vamos falar de outra aplicacao do gradiente de uma funcao. Va-
mos mostrar que o gradiente aponta para a dire¢ao de maior crescimento da
funcao num ponto. Dessa forma, o gradiente também esta relacionado com
o processo de otimizacao de funcoes. Vamos ao teorema.
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Teorema 3.3.2 Seja f : D C R — R um campo escalar que possui deri-
vadas parciais de primeira ordem continuas. Dessa forma, em cada ponto
P € D para o qual Vf # 0, o vetor Vf aponta na direcao em que f cresce
mais rapidamente. Além disso, temos que comprimento do vetor Vf € a taza
mdxima de crescimento de f.

Demonstracao: Como ?(P) — b - Vf(P), entdo, segue que
s
or

5g (L) = bl - [Vf(P)] cos(6),
s
onde 6 é o angulo entre os vetores b e Vf. Como o vetor b tem norma 1,
segue que

of

=L(P) = [V £(P)] cos(6).

0
Portanto, —f(P) ¢ maximo quando cos(f) = 1, ou seja, quando 6 = 0. Logo,

0s

a direcao de crescimento é maxima quando b tem a mesma direcao e sentido
0
do vetor V(f), pois nesse caso, a—f(P) =|Vf].
s

Em outras palavras, o vetor V f aponta na direcao de maior crescimento da
funcao f e a sua norma é a maior taxa de variacao do crescimento de f.

Exemplo 3.3.10 Considere uma func¢ao f dada por
f(a;,y,z) :Z_l'Q _y2'

a) Estando no ponto P = (1,1,2), que direcao e sentido devem ser tomados
para que f cresca mais rapidamente?

b) Qual o valor mdzimo de %UD) ?

Solucao:

a) A diregao e o sentido de maior crescimento de uma fungao, num deter-
minado ponto, é a mesma direcao e sentido dada pelo vetor gradiente no
ponto, se Vf # 0. Dessa forma, a direcao e sentido procurada é dada
por:

Vi(x,y,z)=(—2x,—2y,1) = Vf(P)=(-2,-2,1).

0
b) O valor maximo de 8_f(P) é dado pela norma do vetor gradiente e, por
s

isso, o valor maximo de crescimento da funcao em P é dado por

IVl = V(=2)2 + (-2)2 + 12 = 3.
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Exemplo 3.3.11 Seja T : D C R® — R wma distribuicdo de temperatura
em uma regiao do espago dada por T(z,y,z) = 10 — 2*> — y?> — 22, Uma
particula Py, que estd localizada no ponto Py(2,3,5), necessita esquentar-se
0 mais rapido possivel. Outra particula Py, localizada em Po(0,—1,0), precisa

esfriar-se o mais rdpido possivel.
a) Qual a diregdo e o sentido que Py deve tomar?
b) Qual a dire¢ao e o sentido que Py deve tomar?

¢) Qual a taxa mdzima de crescimento da temperatura em Py e qual a taxa
mdxima de decrescimento da temperatura em Py ?

Solucao:

a) A diregdo e o sentido que P; deve tomar para que ele esquente o mais
rapido possivel é a mesma direcao e o mesmo sentido do vetor V f. Logo,
como Vf(z,y,2z) = (—2z,—2y,—2z2), seque que P, tem que tomar a
direc@o e o sentido do vetor Vf(P;) = (—4, -6, —10).

b) J4 no caso de P, como a particula precisa diminuir a sua temperatura
o mais rapido possivel, segue que P, deve tomar a mesma direcao do
vetor V f, mas o sentido tem que ser o oposto. Logo, como V f(x,y,z) =
(—2z, —2y, —22), seque que P, tem que tomar a diregao e o sentido do

vetor —V f(P;) = (0,—2,0).

¢) A maior taxa de crescimento ou de decrescimento da temperatura em
qualquer ponto é dada pela norma do vetor gradiente. Desta forma, em
| X h'el i ¢
P, a taxa méaxima de crescimento é dada por

IVf(P)]] = V42 + 62 4 102 = V152,

e em P, a maior taxa de decrescimento da temperatura é dada por

IV f(Py)]| = V02 + 22+ 02 =2,

Exemplo 3.3.12 Suponha que a temperatura T (z,y), dada por

represente a temperatura da superficie do oceano de uma determinada Tegido
do globo terrestre.

a) Qual a taxa de varia¢ao da temperatura da dgua nos pontos Py = (2,3) e
P, = (4,1) na dire¢ao nordeste?

b) Qual a taxa mdzima de varia¢ao da temperatura em Py?

Solucgao:
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a) A taxa de variacao de temperatura é dada pela derivada direcional. Con-
siderando b como sendo um vetor unitério na direcao noroeste, temos que
b terd a mesma direcao e sentido de crescimento da reta bissetriz dos
quadrantes impares e, por isso, temos que

()

Além disso, temos que

Entao,

1y
=2 () =

e, portanto,

of ipy — I
E(Pl)_vf(élal)(ﬂ:\/i) _2\/5'

b) A taxa méxima de variacao de temperatura em Fp, na dire¢ao nordeste,
¢ dado pela norma do gradiente, ou seja,

VAR = 0+ (_g) 3

Exemplo 3.3.13 Encontre uma equacao da reta tangente & curva x*+1y* =
4, no ponto P = (v/3,1), usando o gradiente de f.

Solugao: Temos que o vetor gradiente é um vetor normal a superficie,
quando o mesmo é nao nulo. Dessa forma, para qualquer vetor @ da reta
tangente, temos que Vf - @ = 0, visto que os dois vetores serao ortogonais.

Sendo assim, considere P = (z,y) e A = (a,b) dois ponto da reta tangente.
Entao, o vetor PA é perpendicular ao vetor gradiente de f. Dai,

ri V(AP — Al =0 &7 (22,2)| g0 [(2,9) — (V3,1)] = 0.
Portanto, uma equagao para a reta tangente fica dada por

r:2v/3x 4 2y — 8 = 0.

Agora, vamos fazer alguns exercicios. Bons estudos......
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3.4 Exercicios

Exercicio 3.4.1 Calcule a derivada direcional de cada uwma das funcoes
abaixo, usando o ponto e a direcao indicada em cada um dos itens.

a) fz,y) =222+ 242, em P = (1,1) na dire¢io do vetor 7 = (1,1);
b) flz,y) =
¢) f(z,y)
d) f(z,y)

(z,y)
(
(

—32% + 49°, em P = (—1,3) na dire¢io do vetor v = (1,—1);

2z +y, em P = (3,-2) na dire¢ao do vetor v = (2,—1);
x,y) =€, em P = (2,2) na dire¢io do vetor v = (—1,—1);
e) f(z,y

f) flx,y,2) =ay+ 22, em P = (2,1,1) na direcio do vetor v = (—1,1,1);

22 —y?, em P = (1,2) na dire¢io do vetor v = (2,2);

g) flz,y,2) = 2> +y*> + 2%, em P = (1,1,1) na diregio do vetor v =
(—1,-1,-1).

Exercicio 3.4.2 Encontre o vetor gradiente de cada uma das func¢oes abaixo.
a) f(z,y,z) =xy+yz + zz;
b) flz,y,2) = 2® +2y* + 42%;

(
(
c) f(z,y) = 3zy* — 2y,
(
(

d) f(x,y,2) = JTYz;

e) f(x,y) = arctg(zy);
2x

f) flx,y) = —

9) fla,y,2) = “y;

z
h) f(z,y,2) = ze® Y.

Exercicio 3.4.3 Represente geometricamente o campo gradiente definido pe-
las fungoes escalares a sequir.

1
CL) u(x,y, Z) = 6(‘12 + y2 + 22);
b) u(z,y) = 2v + 4y;
1,
¢) u(z,y) = 5%

d) u(z,y) = 2x —y;
e) u(z,y, z) = 202 + 2y* + 222

Exercicio 3.4.4 Determine um vetor normal a superficie dada no ponto
indicado.
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a) 2¢+5y+2=10 em P = (1,2, —2);
b) 2z =2x*+4y* em P = (0,0,0);

c) 2z=x*+y* em P =(1,1,1);

d) z=2>+y>—1em P=(-1,2,4);

e) 2> +y? =22 em P = (3,4,5);

x? N 1 3v3
Exercicio 3.4.5 Em que direcao e sentido a funcao f dada a sequir cresce
mais rapidamente no ponto dado e qual a direcao e sentido que ela decresce
mais rapidamente?

a) f(r,y) = 2x+y—2)?+ (bx — 2y)?, P = (—1,2);

(z,y)
b) fz,y) =222 + 2y + 292, P = (1,1);
(2, y)
(z,y)

C) fmay :ezy’ P:(2>_1)7
d) f(z,y) = 2%y’ —xy, P =(3,-2);
T
y) = ,P=(-2-3).
o) fe) = i P = (-2.3)

Exercicio 3.4.6 Determine dois vetores unitdrios para os quais a derivada
direcional de f(x,y) = e** no ponto P = (1,0) seja zero.

Exercicio 3.4.7 Uma fungao diferenciavel f(x,y) tem, no ponto P = (0, g) ,
2 -
a derwada direcional igual a = na direcao de 3i + 47 e igual a = na direcao

de 47 — 37. Calcule Vf(P) e calcule g—f(P), na direcio de @ =1+ j.
s
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