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2.3 Limites Laterais de Funcoes reais de uma variavel
real

Quando estamos considerado o lim f(x), estamos interessados em valores que a
X—a

funcdo assume quando x estd num intervalo aberto contendo a, exceto possivel-
mente no proprio a, sendo esses valores maiores do que ou menores do que a.
Mas essas ideia ndo pode ser aplicada sempre. Por exemplo, considere a funcao
f definida por f(x) = v x—4. Como a func¢do f(x) ndo estd definida para x < 4,
segue que f ndo estd definida para nenhum intervalo aberto contendo 4 e, por isso,
%Cig} v x —4 ndo tem significado da forma que o limite foi definido anteriormente.

Porém, considerando que x estd restrito a apenas valores maiores do que 4, temos
que o valor de v/ x —4 pode se tornar tao préximo de zero quanto desejarmos, para
isso, basta tomarmos x suficientemente proximo de 4, porém, apenas valores de
x maiores do que 4. 2Em ltahicaes/ dizemiosDgHent cagiRediza-se de 4 pela direita,
obtendo-se o Limite Lateral a Direita, como definido a seguir.

Definicdao 2.3.1 Seja f : X ¢ R — R uma funcdo definida para todo niimero de al-
gum intervalo aberto (a,c) C X. Entdo, o Limite da fungdo f(x) quando x tende a
a pela Direita é L, e escrevemos
lim f(x)=1L,
x—at
seV €>0dado,36 >0 talquese0 < x—a <0, entdo, |f(x)—L|<e.
|

De uma maneira andloga, podemos definir o Limite Lateral a Esquerda de uma
funcdo, para isso, basta que o valor de x esteja restrito a valores menores do que a.

Definicdao 2.3.2 Seja f : X ¢ R — R uma funcao definida para todo niimero de al-
gum intervalo aberto (c,a) C X. Entdo, o Limite de f(x) quando x tende a a pela
Esquerda é L, e escrevemos

lim f(x)=1L,

X—a—

seVe>0,70>0talquese0<a—x<0,entdo, |f(x)—L|<e.
|

Devido a semelhanca entre as definicoes de limite de fungdes e de limites late-
rais, as propriedades apresentadas para limite de funcoes reais de uma varidvel real
(Teorema 2.1.1) podem ser automaticamente adaptadas para o célculo de limites
laterais e, por isso, ndo serdo repetidas nessa se¢do. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.1 A Funcdao Sinal é definida por
1, se x>0
sgn(x) = 0, se x=0.

—1, se x<0

Nessas condigoes, determine lirgl sgn(x) e lir(r)l sgn(x), se existirem.
x—0t x—0—
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Solucgdo: Se x — 07, entdo, x <0 e, consequentemente, sgn(x)=—1. Assim,
lim sgn(x)=lim—1=—1.
x—0~ x—0

Por outro lado, se x — 0%, entdo, x > 0 e, consequentemente, sgn(x)= 1. Logo,

lim sgn(x)=lim1=1.
x—0+ x—0

Exemplo 2.3.2 Seja f a funcdo definida por

2x—4, se x>3
f(x)_{ll—xz, se x<3°

Determine 1iI£1 f(x)e lirgl f(x), se existirem.
x—3+ xX—3~
Solucdo: Quando x — 3* temos que x > 3 e, nesse caso, f(x)=2x—4. Assim,
lim f(x)=1lim(2x —4)=2-3—4=2.
x—3+ x—3
Por outro lado, se x — 37, entdo, x < 3 e, consequentemente, f(x)=11—x2. Assim,

temos que
lim f(x)=lm(11—x*)=11-3*=2,

xX—3- x—0
|
Exemplo 2.3.3 Seja
x%, se x<2
flx)= 1, se x=2.
4—x, se x>2
Determine 1i1£1+ f(x)e linzl f(x), se existirem.
x— xX—2-
Solucdo: Se x — 2%, entdo, x > 2 e, consequentemente, f(x)=4— x. Assim,
lim f(x)=lim(4—x)=4—-2=2.
x—2+ x—2
Por outro lado, se x — 27, entdo, x < 2 e, consequentemente, f(x)= x2. Logo,
lim f(x)=limx*=2%=4.
xX—2- x—2
|

Existe uma relacao muito importante entre limite de uma funcao e os seus limi-
tes laterais. O limite de uma funcao existe se os seus limites laterais existem e sdo
de mesmo valor. Assim, para mostrar que o limite de uma determinada fun¢do nao
existe basta, por exemplo, mostrar que um dos seus limites laterais ndo existem ou
que os limites laterais sdo diferentes. A reciproca desse comentdrio também vale,
como formalizado no teorema a seguir.
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Teorema 2.3.1 Seja f : X ¢ R — R uma fungdo definida para todo niimero de algum
intervalo aberto I C X, contendo a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo, temos
que:

lim f(x)=L< xli_)rgf(x): L= lim f(x).

x—a x—a-

Em outras palavras, o limite de uma funcdo f é L se, e semente se, os limites laterais
de f existem e sdo ambos iguais a L.

Demonstracao: Exercicio. ]

Vamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.4 Calcule, se existir, lir% f(x), sabendo que
X—

) 1x], se x#0
f(x)—{ 2, se x=0"

Solucao: Temos que a funcdo f : R — R pode ser reescrita como a seguir:

x, Sse x>0
f(lx)= 2, se x=0.
—x, se x<0

Entdo, como lim |x| =lim—x =0 e lim |x| = limx = 0, segue que lim |x| =0 =
. J.c—»O* . x—0 x—0+ x—0 x—0—

lim |x| e, porisso, lim f(x)=0. [ |

x—0t+ x—0

Exemplo 2.3.5 Calcule, se existir, liII(l) h(x), sabendo que
xX—

h(x):{sz—Zx, se x<0

5+x% se x>0

Solugdo: Observe que se x — 07, segue que, x < 0 e, por isso, h(x) =3x2—2x e,
consequentemente, temos que lirgl h(x)= lina(sz —2x)=3-0°—2-0=0. Por outro
x—0— xX—

lado, se x — 0%, segue que, x > 0 e, por isso, h(x) =5+ x? e, consequentemente,

temos que lirgl h(x) = 1iII(1)(5 + x%) = 54 0? = 5. Portanto, como lirgl h(x)=0#£5=
x—0+ xX— x—0—

lir(r)l h(x), segue que lin(l) h(x)nao existe. [ |

x—0t X —

Exemplo 2.3.6 Calcule, se existir, lin} g(x), sabendo que
x—)

(x)= 4—x? se x<1
WX = 2+x%, se x>1°

Solucdo: Observe que se x — 17, segue que, x < 1 e, por isso, g(x) = 4— x? e,
consequentemente, temos que lir? glx)= lin%(4— x%)=4—1% = 3. Por outro lado,
x—1- xX—

se x — 1%, segue que, x > 1 e, por isso, g(x) =2+ x? e, consequentemente, temos
que linll glx)= lin}(z + x?)=241=3. Dessa forma, como lil’Ill g(x)=3= linll g(x),
x—1+ x— x—1- x—1t
segue que lin}g(x) =3. |
X—
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Exemplo 2.3.7 Calcule, se existirem, lim3 h(x)e ling h(x), sabendo que

X——

54+x, se x<-—3
h(x)= 9—x2, se —3<x<3.
3—x, se x>3

Solucdo: Primeiro facamos o caso quando x — 3. Observe que se x — 3%, segue
que, x > 3 e, por isso, h(x) = 3— x e, consequentemente, temos que 1iI£1+ h(x) =
X—

lin§3 —x = 3—3 = 0. Por outro lado, se x — 37, temos que, x < 3. Contudo,
X—

x estd préximo de 3 e, por isso, h(x) = v9— x2 e, consequentemente, temos que
111131 h(x)= lin;. v9—x2=1+/9—9=0. Portanto, linBl h(x)=0= lir13r1 h(x) e, por isso,
X—3~ X—. x—3— x—3+

%{131% h(x)=0.

Agora vamos calcular o caso quando x — —3. Observe que se x — —3~, segue
que, x < —3 e, por isso, h(x) =5+ x e, consequentemente, temos que xl_ig_ h(x)=
lim 5+ x = 5—3 = 2.Por outro lado, se x — —37, temos que, x > —3. Contudo,

x——3

X estd préximo de —3 e, por isso, h(x) = v9— x2 e, consequentemente, temos que
lin% h(x)= lim3 v9—x2=9—-9=0. Portanto, lin% h(x)=2#0= ling h(x) e, por

x——3+ X——! x——3— x——3+

isso, lim3 h(x) nao existe. [ |
xX——.
Exemplo 2.3.8 Calcule, se existir, lirrll f(x), sabendo que
x—)

x34+1, se x<l1
flx)= 3, se x=1.
x+1, se x>1

Solucgdao: Observe que se x — 17, segue que x > 1 e, porisso, f(x)=x+1 e, con-
sequentemente, temos que linll flx) = lin}x +1=1+1 = 2. Por outro lado, se
x—1+ xX—
x — 17, temos que, x < 1 e, por isso, f(x) = x3+ 1 e, consequentemente, temos
que lil’{l h(x)= lirr; x*+1=1°+1=2. Portanto, lil’Ill h(x)=2= 1irrll+ h(x) e, por isso,
X—1— X— xX—1- Xx—
lirr% h(x)=2. [ |
X—

Agora, faca alguns exercicios para fixar o contetido. Bons estudos.

2.4 Exercicios

Exercicio 2.4.1 Calcule os limites laterais da fungdo no ponto indicado e descida se
o limite da fungdo existe no ponto. Faga um esbogo do grdfico da fungao.

a) f(x)=|x—5|, em5; 2,sex<l1
d f(x)=4 -1, sex=1,eml;
-3, sex>1
b) f(x)=3+|2x—4|,em?2;

-2, <0
{ sex em0;

¢) f(x)=%,em0; e) flx)= 2, se x>0

76



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFS]

|x—1|, se x <—1
0, sex=-—1 ,em—1;
[1—x|, se x>—1

{ x+3, sex<-—2 em—2: { 2 se x<—2

x+4, sex<—4 )
P f(x):{ 4—x, se x>—4 y em—4; k) f(x)

g flx)= ,
3—x, sex>—2 D f(x) 4—x2,se —2<x<2 ,em
—2,5ex>2
2 <2 —2eem?2;
h) f(x):{ rosexs ,em?2;
8—2x, sex>2 /X2=9, se x <—3
m) f(x)= 9—x2, se —3<x<3 ,em
x2—4, se x <2 x2—9, sex>3
i) f(x)= 4, se x=2 ,em2; —3eem3;
4—x? sex>2 Jx
! X, se x<0
") f(x)={ Jx,se x>0 ,em0;
. 2x+3, sex<l1 0) f(x)z[[x]],emS;
]) f(x): 4’ Sex:l ;eml;
x?+2, sex>1 p) f(x)=[[x—3]] em4.

Exercicio 2.4.2 Em cada uma das fungoes a seguir, encontre os valores de a e b, de
forma que o limite nos pontos indicado exista.

3x+2, se x<4 ) _ ) ax—3,sex<1 )
@ f(x)—{ 5x+a, se x>4 yemd; ¢) f(x)—{ x’+a, se x>1 yeml;
x%, se x<—2 2x—a, se x <—3
b) f(x) = ax+b,se =2<x<2, d) f(x) = ax+2b, se —3<x<3 ,
2x—6, se x>2 b—5x, se x>3
em—2eem?2; em—2eem?2.
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