Capitulo 2

Limite e Continuidade de Funcoes
reais de uma variavel

Nesse capitulo vamos apresentar a definicao e as propriedades de Limite de Fun-
¢oes Reais de uma Varidvel Real na Sec¢ao 2.1, em seguida os conceitos relacionados
com os Limites Laterais de uma funcao real de uma variavel real 2.3, os Limites In-
finitos 2.5 e os Limites no Infinito 2.7. Em seguida trataremos da Continuidade de
Funcoes Reais de uma Varidvel Realna se¢ao 2.9 e, por fim, a Continuidade das Fun-
¢oes Trigonométricas e o Teorema do Confronto na Secao 2.11. Esses conceitos sdao
extremamente importantes para o Cdlculo. Estude-os, entenda-os e faga um bom
proveito do que vem a seguir.

2.1 Definicao e Exemplos

Aideiadelimite de uma funcdo é entender o comportamento de uma funcdo quando
a variavel dependente se aproxima de um determinado valor. Esse conceito é de
grande importancia para a matemadtica e a ciéncia em geral. Para construirmos essa
ideia, considere a seguinte funcao

_2x2+x—3

flo) ="

Temos que Dy = R\ {1}. Entao, vamos nos concentrar no que ocorre com o valor da
funcdo quando nos aproximamos do 1, mas nunca para x = 1.

Na Tabela 2.1, podemos observar os valores de f(x)quando sdao tomados alguns
valores de x préximos, porém diferentes, de 1, visto que a funcdo nao estd definida
para x = 1. Assim,

Tabela 2.1: Valores obtidos pela funcao f(x)=

x| flx) X f(x)
0 3 0,99 4,98
0,25 | 3,5 0,999 4,998
0,5 4 0,9999 4,9998
0,75 | 4,5 0,99999 | 4,99998
0,9 | 4,8 0,999999 | 4,999998
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A medida que o valor da varidvel x se aproxima do valor 1, a fun¢do se aproxima
do valor 5. Entdo, podemos tornar o valor da funcao f(x) tdo préximo de 5 quanto
desejarmos, para isso, basta escolhermos um valor de x suficientemente préoximo
de 1.

Para esse primeiro caso, tomamos apenas valores menores do que 1. Veja a Ta-
bela 2.2. Para esse segundo caso, observe o que acontece quanto sao considerados
alguns valores de x proximos de 1 mas maiores do que 1 para a mesma funcao.

x [ fx) x )

2 7 1,01 5,02
1,75 | 6,5 1,001 5,002
1,5 6 1,0001 5,0002
1,25 | 5,5 1,00001 5,00002
1,1 5,2 1,000001 | 5,000002

Tabela 2.2: Valores obtidos pela funcao f(x).

Da mesma forma que para valores menores do que 1, a medida que o valor da
variavel x se aproxima de 1, o valor da funcao se aproxima do valor 5. Portanto,
quanto mais perto de 1 o valor de x se aproxima, mais préoximo o valor da func¢ao
f fica de 5. Por exemplo, se x difere de 1 por +0,01, entdo, a funcao difere de 5 por
+0,02.

Resumindo: E possivel tomar valores de f tdo préximos de 5 quanto se deseje, para
isso, basta tomarmos valores de x suficientemente préoximo de 1.

Usando uma notagdo simbdlica: | f(x)—5| pode ficar tdo préximo de zero quanto
desejarmos, para isso, basta tomar |x — 1| suficientemente pequeno. E importante
ressaltar que f(x) nunca vai valer 5, pois x nunca vai valer 1. Essa é a ideia utili-
zada para elaborar a definicdo de Limite de uma fungdo real de uma variével real,
definicao esta apresentada a seguir.

Definicdo 2.1.1 Seja f : X ¢ R — R uma fungao definida para todo ntimero de al-
gumintervalo aberto I C X, contendo a, exceto possivelmente no proprioa. O Limite
de f(x) quando x tendea a é L, e escrevemos

lim f(x)=1L,

X—a

seV €>0dado, 30 >0 talquese0<|x—a|<0,entdo, |f(x)—L|<e.
|

Em outras palavras, a Definicdo 2.1.1 garante que os valores de fun¢do f(x) fi-
cam tdo proximos do L quanto se deseje, para isso, basta que os valores de x sejam
tomados suficientemente préximo de a. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1.1 Seja f(x)=4x—7. Mostre quelirr%f(x) =5.

Solucdo: Seja € > 0. Observe que lingf(x) =530 >0talque0< |x—3| <0
sempre que |f(x)—5| < €. Como
|4x —12|

|x—3|=
4

= lax=7)=5=2|f(x) -5
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€
segue que se 0 = 7 temos que

€
se 0 <|x—3| <0, entdo, |f(x)—5|=4|x -3 <46:4Z =e€.

Portanto, lirré f(x)=5. [ |
X—

Exemplo 2.1.2 Seja f(x)=3x—4. Mostre que lim f(x)=-7.

x——1

Solucgdo: Seja € > 0. Observe que lin_llf(x) =—7&36>0talque0<|x+1]<o
sempre que |f(x)+7| < €. Como

_Bx+3] 1

1
+1 =-|Bx—4)+7|==|f(x)+7],
[+ 1= = = (Bx —4)+7)= 1/ (x)+7]

€
sed = 3’ temos que

€
se0<|x+1|<6, entao, |f(x)+7|:3|x+1|<35:3§=e.

Portanto, lim1 f(x)=-7. [ |
i

Exemplo 2.1.3 Prove que lirr%(xz) =4,
X—

Solucdo: Seja € > 0. Temos que lin%(xz) =430 >0tal que 0 <|x —2| < 6 sempre
X—
que |x*—4| < €. Como estd sendo considerado valores de x préximos a 2, segue que
|x +2|> 0 e, por isso,
|x—2[|]x+2] [x*—4
lx+2] |x+2|

|x—2|=

Assim,
|x —2|< 6 & |x*—4| < 8|x+2].

Agora é precisamos fazer uma estimativa para |x + 2|. Na definicdo de limite
esperamos que 0os nimeros € e 0 sejam de valores pequenos e, por isso, podemos
considerar 6 < 1. Assim,

x—-2|<0<]l—-1<x—-2<1
S3<x+2<5-5<x+2<5& |x+2|<5.
€
Logo, se 6 = min{l,g}, segue que se 0 < |x —2| < §, entdo, |x?> —4| < €. Portanto,
lim(x?)=4. u
x—2

Nesse ultimo exemplo simples, podemos perceber que o cdlculo de limite de
funcoes por definicdo pode se tornar uma tarefa drdua, pois achar as estimativas
de 0 pode ser uma tarefa extremamente complexa. Por isso, serdo apresentadas
varias propriedade relacionadas ao calculo do limite de fungdes, com a finalidade
de tornar o cdlculo de limites mais prético.
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Teorema 2.1.1 O limite de fungoes reais de uma varidvel real apresenta as seguintes
propriedades:

a) Se o limite de uma funcgdo existe, entdo, ele é iinico, ou seja,

selim f(x)=1L, e lim f(x)= L,, entdo, L, = L,.
X—a

X—a
b) O limite da fungdo constante é a propria constante, ou seja,

sec €R, entdo, YV a €R temos que lim ¢ = c.

¢) O limiteda fungdo f(x)= x quando x tende a a é o préoprio a, ou seja,

Va € R temos que lim x = a.

X—a

d) O limite da soma de duas fungoes é igual a soma dos limites de cada uma das
funcaoes, ou seja

selimf(x)=Le }Ciir;g(x) = M, entdo, lim [f(x)ﬂ:g(x)] =L+M.

e) Generalizando, selim fi(x)=L;, lim f,(x)=L,, ---, lim f,(x) = L,,, entdo,
Hm[fi(x)£ fo(x) £ £ f(x)]|=Li£L,+£L,.
f) O limite do produto de duas fungoes é igual ao produto dos limites de cada uma
das fungoes, ou seja

selimf(x)=Le }Ciir;g(x) =M, entdo, lim [f(x)-g(x)] =L-M.

X—a X—a

g Generalizando, se }Ci_r)r;fl(x): L, }}L%fZ(x): Ly - }Cif)fifn(x): L. entdo,
}}g;[ﬁ(x).fz(x).(...).fn(x)]:Ll.LZ.(...).LW

h) O limite de uma funcdo elevado a uma poténcia é igual a poténcia do limite da
funcdao, ou seja,

se lim f(x)=L en €N, entdo, [limf(x)] =L".

i) O limite do quociente de duas fungoes é igual ao quociente dos limites de cada
uma das fungoes, desde que o limite da funcdo do denominador seja ndo nulo, ou
seja,

L
selim f(x)=L elimg(x)=M #0, entdo, lim (é)(x) = Y3

j) O limite da raiz de uma fungdo é igual a raiz do limite da funcdo, desde que o
limite da fungdo seja ndo negativo se o indice da raiz for par, ou seja,

se lim f(x)=L en €N, entdo, lim {/ f(x)= v'L,com L >0 se n par.
X—a

X—a
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Demonstracao: As demonstracdes dessas propriedades ndo serao feitas nessas
notas. Elas podem ser encontradas em qualquer um dos livros de Referéncia. ®

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 2.1.4 Calcule o valor de lin;.[x2 +7x—5].
x—)
Solucao: Temos que
2
lim[x?+7x —5] = [limx] +7[hmx]—5:32+7-3—5:9+21—5:25.
x—3 x—3 x—3

Portanto, lin%[x2 +7x—5]=25. ]
X—

Nos préximos exemplos aparecem um denominador, o que nos faz ficar atendo,
pois o limite do denominador ndo pode se anular e aparece uma raiz quadrada e,
consequentemente, o limite do radicando ndo pode ser negativo.

) x34+2x+3
Exemplo 2.1.5 Calcule o valor delim \| ——————.
x—2 XxX2+5

Solucdao: Temos que lin;[x2 +5]=9#0. Entao,
X—

3
o[ 2x s [E}H;x] +2[lim x]+3 \J23+2~2+3 Q8+4+3 /15
1m = = = = .
x—2 x2+5 [limx]2+5 2245 4+5 3
x—2
. x34+2x+3 15
Portanto, lim = . [ |
x—2 X245 3

) x?+1
Exemplo 2.1.6 Calcule o valor de lim

=1 14+v/2x+8

Solucao: Temos que lin} [1 +vV2x+ 8] =1++4v/1+8=4#0. Entao,
2

x—3

1)? Ll 5
Xl )T 3ttt g s
x—1 1+v/2x+8 4 4 4

1

Portanto, li x*+1 5
ortanto, 1M —————= —.
—-11++/2x+8 16

No préximo exemplo, temos uma lei de formagdo com duas expressoes. Mas
ao calcularmos o limite, o que nos importa é o que acontece préoximo do valor do
ponto onde estamos calculando o limite, e ndo exatamente no valor do ponto.

x—3, se x#4

Exemplo 2.1.7 Encontre %Clg}f(x), sabendo que f(x) = { 5 se x=4

68



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFS]

Solucdao: Como desejamos o valor do limite da funcao quando x tende a 4, temos
que x #4 e, por isso,
lim f(x)=lim(x —3)=4—-3=1.

x—4 x—4

Portanto, lirri f(x)=1. [ ]
X—

x*+5x+6 )
Exemplo 2.1.8 Encontre lim2 f(x), sabendo que f(x)= x+2 se x#-— .
T 4, se x=-2

Solucdao: Como desejamos o valor do limite da fun¢do quando x tende a—2, temos
que x #—2 e, por isso,

x*+5x+6  (x+2)(x+3)
x+2 x+2

=x+3

€, consequentemente,

lim f(x)=lim(x+3)=—2+3=1.

x——2 xX——2
Portanto, lim2 f(x)=1. [ ]
Xx——

Os proximos exemplos sao casos que chamamos de Indeterminacdo. Observe
que temos o limite do numerador sendo zero e o limite do denominador também
sendo zero. Nesse tido de caso, € preciso analisar caso a caso, pois cada um pode
levar a um resultado especifico.

Exemplo 2.1.9 Dado f(x)=

5 .
P encontre %}E%f(x)'

Solucdo: Observe que x*—25=(x —5)(x +5) e como x — 5, segue que x —5 # 0,
entao,

x2—25 5 (x—=5)(x+5)

lim f(x)=1lim =lim————— =lim[x +5]=5+5=10.
x—5 x-5 x—5 x—5 x—5 x—5
Portanto, lin% f(x)=10. [ |
X—
x—4

Exemplo 2.1.10 Dado f(x)= , encontre lirr}f(x).

x2—x—12

Solugdo: Observe que x*—x—12=(x—4)(x+3) e como x — 4, segue que x—4 #0,
entao,

. . x—4 . x—4 . 1 1 1
lim f(x)=1lim =lim =lim = =_.
x—4 x—4 x2—x—12 x—4(x—4)(x+3) x—4x+3 4+3 7

1
Portanto, lim f(x) = —. [ |
x—4 7

Jx—=2
x—4

Exemplo 2.1.11 Dado g(x)= , encontre lirr}g(x).
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Solucao: Observe que x — 4 e, por isso, podemos considerar que x > 0 e, por isso,
x =|x|=(+/x)?. Assim,

x—4=(Vx)P=22=(/x=2)Vx +2).

Dai,
lim g(x) I Jx—2 . Jx—2 . 1 1 11
img(x)=1im =lim =lim = = =—.
a8 T T T (/a2 /X +2) riyx+2 Jit+2 2+2 4
|
Vx—2
Exemplo 2.1.12 Dado f(x)= é_ , encontrelirréf(x).
— X x—
Solucao: Dos produtos notéveis, temos que
a*—b*=(a—Db)a*+ab +Db?.
Assim considerando a = y/x e b =2, temos que
8—x=(Wx—2)(Vx)+vx-2+2%).
Dai,
. . Vx=2 VX—2 , 1
lim f(x)=lim =lim =—lim — > =
x—8 =8 8—x 8 —(Jx—2)((X)2+Vx-2+22)  8(JX2+2JX+4
_ 1 B 1
4+4+4 12
|

Em alguns casos, podemos reescrever a defini¢cao de limite de uma funcdo real
de uma variavel real de uma maneira equivalente a apresentada na Definicdo 2.1.1.
Essas defini¢des sdo apresentadas na observacao a seguir.

Observacao 2.1.1 Seja f : X ¢ R — R uma funcdo definida para todo niimero de
algum intervalo aberto I C X, contendo a, exceto possivelmente no proprio a. Se o
limitede f(x) quando x tende a a é L, entdo, temos que sdo equivalentes as seguintes
definicoes:

lim f(x)=L (E)}Ciir;[f(x)—L] =0(:)1ti§8f(t+a): L.

X—a

Agora, pratique bastante fazendo os exercicios a seguir. Se possivel, faca mais
exercicios. Bons estudos.

2.2 Exercicios

Exercicio 2.2.1 Use a definigdo de limites de fungoes para provar cada um dos limi-
tes a seguir.
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a) lim(x —1)=3; ¢) lim (5x—3)=—8; e lirr%(xz):9;
2
b) lirr%(Zx +4)=8; d) 1111_1 (2+5x)=-8; f %Clrrzl P =4,

Exercicio 2.2.2 Calcule o valor de cada um dos limites abaixo.

im(3—7x —5x2): .. ’+5t+6 i 2 _1):
a) £1_rg(3 7x—5x°), j) lim ; r) Eg.(x +2x—1);
t—2 r+2
b) im(3x*—7x +2); -
e k) limﬂ; s) xll_)n_l (x3+8);
c) llm(—x +6x*42); -2 =2
S DI s+4 e s
m-—-—-j X —
a) ili)n(2x+7) 1 25 £ lim ;
2 r—-35x—1

e) 11@1[(x+4)3(x+2)—1]; m) gcirri€/2x+3;

2

P liml(x—2)"(x +47; ) im@x+2)*%; Wl e
. x+4 2x°—x
g lim ; o) lim ;
f+3 /3 x—1 x+3
h) lim —; —v2
) t—2 t+2 p) lim Y= ;
x—2 3x—4 Y
li x2—1 . . w) lim w
l) xlil} .X,'—l Q) %CILI%(S-X:_’?)) x—4 2x2_x_]_’

Exercicio 2.2.3 Calcule o valor de cada um dos limites abaixo.

x2—49 _ 2y3—11y?+10y +8
a) lim ; ) lim L; k) lim y3 y2 Y ;
=7 x—7 =3 \2x2+7x+3 y—43y3—17y2+16y + 16
3x*—8x—16
lim——~ > 7 o Vx+2—42
D o oxva g lim—————;  lim 2 =5%° =253
4x2—9 , x-34x3—13x2+4x—3
2 hms 2x+3’ h) limﬁ_l;
o ; b=l ) lim 2! 5_11¢2+10+8
+8 3 _ m ,
d) lim =2 ) lim Y171 3 313— 1712+ 161 + 16
y—o—2 2 h—0
 Jx—-1 o 2x*2—x—3 . 2x3—5x*—2x-3
e) lim ; j) lim ;> n) lim
-1 x—1 x—-1x342x24+6x4+5 x—34x3—13x2+4x — 3

Exercicio 2.2.4 Se f(x)= x?+5x —3, mostre que lirr%f(x) = f(2).
X—
Exercicio 2.2.5 Se f(x)=2x*+7x—1, mostre que lim1 f(x)=f(-1).
xX——

vi+9—

3 1
Exercicio 2.2.6 Se f(x) = ———, mostre que lin% f(x)= 5 mas f(0) ndo estd
X x—
definida.
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Exercicio 2.2.7 Dada a fungdo f, definida por

2x—1, se x #2
1, sex=2

)

|

encontre, se existir, lin% f(x). Nesse caso, mostre que lirr% f(x)# f(2) e faca um esbogo
do grdficode f .

Exercicio 2.2.8 Dada a fungdo f, definida por

’

f(x):{ x?—9, se x#-3

4, se x=-—3

encontre, se existir, lim f(x). Nesse caso, mostre que lim3 f(x) # f(=3) e faca um
P

x——3
esbocgo do grdficode f .
a+t)—f(a
Exercicio 2.2.9 Sendo f(x)= x3—2x2+x—1, entdo, calculeo valordeltin(} il t) I ),
sendo a eR.

a+t)—f(a
Exercicio 2.2.10 Sendo f(x)= x*>+3x—7, entdo, calculeo valordeltirr& I t) A ),

sendo a € R.

a+t)—fla
Exercicio 2.2.11 Sendo f(x)=—x*+1, entdo. calcule o valor deltirr(} I t) i ),

sendo a € R.
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