Capitulo 4

As Integrais Curvilineas

Nesse capitulo dedicaremos os nossos esforcos no estudo das Integrais Cur-
vilineas. Iniciamos na Secao 4.1 estudando a Integral de Linha em Campos
Escalares e na Secao 4.3 algumas de suas aplicagoes. Depois, na Secao 4.5 es-
tudaremos as Integrais de Linha em Campos Vetoriais e para fechar o tema,
na Sec¢ao 4.7 estudaremos o Teorema de Green. Depois disso passaremos a
estudar as superficies e, dessa forma, estudaremos na Secao 4.9 Orienta¢ao
de Superficies para estudarmos na Secao 4.11 a Integral de Superficie em
Campos Fscalares. Além disso, estudaremos na Secao 4.13 a Integral de
Superficie em Campos Vetoriais e terminaremos o curso na Se¢ao 4.15 estu-
dando os teoremas de Stokes e de Gauss (o dltimo conhecido por Teorema
da Divergéncia).

4.1 A Integral de Linha em Campos Escala-
res

Vamos agora construir a ideia das Integrais de Linha em Campos Fscalares.
Para isso, considere uma curva suave ¢, orientada, com ponto inicial A e o
ponto final B, como visto na Figura 4.1.

Figura 4.1: Ilustragao para construcao da Integral de Linha.

Seja f(z,y, z) um campo escalar definido em cada ponto de ¢. Divida a curva
¢ em n pequenos arcos pelos pontos

A:P07P17P27"'7Pn—17Pn:B-
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Denote por AS; o comprimento do arco ]T_l\Pz Em cada arco m, escolha
um ponto @);. Calcule o valor de f no ponto (); e multiplique esse valor por
AS; e forme a soma

Z FQ)AS;.

Se o limite dessa soma existir, quando o maximo de AS; tende a zero, entao,
chamaremos esse valor de Integral de Linha, como apresentado a seguir.

Definicao 4.1.1 A Integral de Linha de f ao longo da curva c, do ponto A
até o ponto B, denotada por /de, € definida por:

n

[ =, Jm_ 3@

Observagao 4.1.1 a) Na Defini¢io 4.1.1, temos que a curva ¢ é chamada
de Caminho de Integracao.

b) Se a curva c é suave por partes, temos que a integral de linha sobre ¢ é
definida como sendo a soma das integrais de linha sobre cada parte suave
de c.

Para calcular a integral de linha separaremos em dois casos. No primeiro
€aso vamos supor que a curva esta parametrizada pelo comprimento de arco,
ou seja, vamos supor que ||7]| = 1. No segundo caso vamos considerar que a
parametrizacao ¢ qualquer.

Calculo da Integral de Linha para curvas parametriza-
das pelo comprimento de arco

Suponha que ¢ esteja dada por h(s) = (x(s), y(s), z(s)), com s € [a,b] sendo
o parametro comprimento de arco de ¢. Nesse caso, a divisao da curva C

pelos pontos Py, Py, Py, -+, P, 1, P, origina uma parti¢ao no intervalo [a, b],
dadas pelos pontos a = sg < §1 < 9 < -+ < 8,1 < S, = b, como visto na
Figura 4.1.

Logo, o ponto (); na Definicdo 4.1.1 tem coordenadas (z(5;),y(S;), 2(5;)),
onde §; é algum ponto do intervalo [s;_1, s;]. A soma na Definigao 4.1.1 pode
ser reescrita na forma

D f(5:), y(5:), 2(5:))AS:

Essa é a Soma de Riemann da fungao f(x(s),y(s), z(s)) e, por isso, o limite
da Defini¢ao 4.1.1 equivale a integral definida dessa func¢ao e, portanto,

b b
[1as = [ stats)uts).s(sds = [ f(s)as.
Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 4.1.1 Calcule /(:c+2y)dS, onde C € a semi circunferéncia dada

pela Figura 4.2.

Figura 4.2: Caminho de integracao para o Exemplo 4.1.1.

Solugao: Temos que uma parametrizacao para a circunferéncia ¢ dada por
7(t) = (3cos(t), 3sen(t)), e como estamos interessados apenas na semicircun-
feréncia superior, segue que 0 <t < 7.

Como 7'(t) = (—3sen(t),3cos(t)), entao,

‘%(F(t))H = 3 # 1. Logo, essa

parametrizacao nao é pelo comprimento de arco. Assim, como a funcao
comprimento de arco é dada por

s(t):/ot

segue que s(t) = 3t, assim, uma parametriza¢ao pelo comprimento de arco
para a curva fica dada por h(s) = (3 cos (%) , 3sen (%)), 0 < s < 37. Entao,

/c(ﬂs +2y)dS = /037r (3 cos (g) + 6sen (g)) ds =
— (9sen (g) — 18cos (g))

d
- ()

‘ du,

= 36.

0

Exemplo 4.1.2 Calcule [(2* +y* — 2)dS, onde ¢ é a hélice circular dada

C

por 7(t) = (cos(t), sen(t),t) do ponto P = (1,0,0) até Q = (1,0,2m).

Solugao: Como 7(t) = (cos(t), sen(t),t), segue que esta é uma parame-

trizagdo para a curva c¢. Assim, tendo que E(F@)) = (—sen(t),cos(t), 1),
segue que

Entao, essa parametrizagao nao é pelo comprimento de arco. Temos que a
funcao comprimento de arco fica dada por

s(1) :/H%(m))H —Var.

%(m))H = V2.
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Dessa forma, reparametrizando a curva ¢ pelo comprimento de arco, obtemos:

- (o) (3)-3)

Como 0 < t < 27, segue que 0 < s < 2¢/27. Assim,

/c(:c2 +y? —2)dS = /OMTr <c032 <%) + sen? <%) _ %) ds —

0

Calculo da Integral de Linha para curvas parametriza-
das de forma geral

Agora vamos falar do calculo da integral de linha para curvas com uma para-
metrizagao qualquer. Seja ¢ uma curva parametrizada por 7(t) = (z(t), y(t), 2(t)), t €
[a,b], onde t é um parametro qualquer. Para calcular a integral, observe que

d b S
/ fds = / F(x(s), y(s), 2())ds = / Fl(r) y(t) =(1)) St

e, dessa forma,

Como s(t) = / H%[F(t)]Hdt = % - H%[m)]

/Cde = /abf(x(t),y(t),z@)) H%[m)]H dt.

Exemplo 4.1.3 Resolva o Exemplo 4.1.2 sem parametrizar pelo compri-
mento de arco.

Solucgao:

/C (2 + 92 — 2)dS = /0 7 (cos2(t) + sen®(t) — 1) V3t = /3 (t _ 5)

27

2

0

e, por isso, [ (2% +y? — 2)dS = 2v2n(1 — 7), sendo esse 0 mesmo resultado

C
obtido anteriormente. [ ]

Exemplo 4.1.4 Calcule /xde, onde C ¢é a intersec¢cao das superficies

?+y*=4ey+z2=38.
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Solugao: Tomando z(t) = 2cos(t) e y(t) = 2sen(t), com 0 < ¢t < 27, segue
que 7% + y* = 4. Além disso, sendo y + z = 8, temos que z(t) = 8 — 2sen(t).
Assim, uma parametrizacao para o caminho de integracao é dado por

7(t) = (2cos(t), 2sen(t),8 — 2sen(t)),0 < t < 2.

Derivando o vetor 7 em relagao a t, chegamos a

H%[F@)}H = (—2sen(t), 2cos(t), —2cos(t)) = H%w)}H = 2V/1+ cos?(t).

Entao,
2
/xde = / dsen(t)cos(t)2+/1 + cos?(t)dt.
c 0
Chamando u de 1+ cos?(t), teremos que du = —2sen(t)cos(t)dt. Consequen-
temente,

2

2m )
/.rde = —4/ Vudu = —4§ (14 cos?)?3| =0.
c 0

0

Vimos que o célculo da integral de linha pode ser feito utilizando integrais de
Riemman. Dessa forma, podemos supor (e também provar), que sao vélidas
as propriedades apresentadas a seguir.

Observacao 4.1.2 Suponha que ¢ seja uma curva suave ou suave por partes,

e suponha também que f e g sejam fungoes continuas em todos os pontos de
c. Entao, € valido que:

a) /kde = k;/de, Y k constante;

b) /C(f+g)dS:/cde+/cgdS;

¢) Seja C uma curva de ponto inicial A e ponto final B. Seja P um ponto
entre A e B. Considere ¢; a curva de A a P e considere ¢y a curva de P

a B. Entao, /de:/ de—l—/ fdS;

d) /de = / fdS, onde —c representa a curva c orientada no sentido
C —C

oposto.

Exemplo 4.1.5 Calcule /[3xy]d5, sendo C o triangulo de vértices A =
(0,0), B=(1,0) e C = (1,62), no sentido anti-hordrio.

Solugao: Uma Ilustragao do caminho de integragao pode ser vista na Figura
4.3.
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y
| C=(12)
C3 ) Cz
0,00=A B = (1,0)
C1 1 X

Figura 4.3: Caminho de integracao do Exemplo 4.1.5.

Temos que a curva ¢ é suave por partes, assim, dividindo a curva em trés
partes suaves (c1, ¢z e ¢3), é possivel calcular a integral de linha, que vai ser
dada pela soma das integrais de linha obtidas nas trés partes.

Tome ¢; como sendo o caminho que vai de A a B. Entao, temos que ¢; pode

d
ser parametrizado por 71 (t) = (¢,0), com t € [0,1]. Logo, E(Fl)(t) = (1,0)
d
e, por isso, %(Fl)(t)‘ = 1. Assim,

1
/393de:/ 3-t-0-1dt = 0.
c1 0

Tome ¢y como sendo o caminho que vai de B a C'. Entao, temos que ¢, pode

ser parametrizado por 7(t) = (1,t), com t € [0,2]. Logo, E(FQ)(t) = (0,1)
d

e, por isso, ‘ = 1. Assim,

=0

2 2
3t

/3:vyd5:/ 3-1-t-1dt = —
c2 0 2

Por fim, tome c3 como sendo a curva que vai de C' a A. Entao, temos que
c3 pode ser parametrizada por 73(t) = (1 —¢,2 — 2t), com t € [0,1]. Logo,
d d

%(Fg)(t) = (—1,-2) e, por isso, ’%<F3)<t>H = /5. Assim,

/3xyd5:/13-(1—t)-(2—2t)-\/gdt:6\/§/1(1—2t+t2)dt:2\/3.

2
= 6.
0

Portanto, como /Bxde :/ 3xyd5+/ 3xyd5+/ 3xydS, segue que,

c c2 c3

/3xyd5=0+6+2\/5=2(3+\/3).

Exemplo 4.1.6 Calcule /Hx|+|y|]d5 e | [|lz|+|y|]dS, ondec é o segmento

c c

de reta AB, com A= (—2,0) e B = (2,2).
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Solugao: Uma equacao vetorial para C' é dada por 7(t) = (—2 + 4t, 2t),
com t € [0,1]. Portanto,

/[|x| + |y|]dS=/0 [ 24+ 4t + [24]]dit =

1 1
2
:/ [(2 —4t) + (2t)]dt—|—/ [(—2 + 4t) + (2t)]dt.
0 3
Dai,
/[m + |y|]dS = [2t — 2t* + tQ\é +[=2t + 262 + 1], = 4V5.
c 2
Para calcular / [|z| + |y|]dS, observe que —c : Fa+b—1t) = (1 —t) =
e,
7(t) = (2 —4t,2 — 2t), com t € [0, 1], daf

[l +otas = [ 2 ] + |2 — 2tdt = 45,

Faca alguns exercicios para fixar o conteiido. Bons estudos......

4.2 Exercicios

Exercicio 4.2.1 Calcule as integrais curvilineas em cada item abaixo.

a) /[21: —y + z]dS, onde C' € o segmento de reta que liga A = (1,2,3) e

B =(2,0,1);

b) /[3y—\/§]d5, onde C € o arco de pardbola z =y, x = 1, de A = (1,0,0)
¢ B =(1,2,4);

c) /[mz]dS, onde C € a intersec¢io da esfera x* +y* + 22 = 4 com o plano
r'=y;

d) /[|y|]dS, onde C' é a curva dada pory = z* de A= (—1,-1) a B = (1,1);

e) /[y(x — 2)]dS, onde C' € a interseccao das superficies x® +y?> + 22 = 9
com o plano v 4+ z = 3;

f) /[z +y)]dS, onde C' ¢ a intersec¢ao das superficies z = x> +y? e z = 4;

q) /[Zyx]dS, onde C' € o arco de circunferéncia x* + y*> = 4 de A = (2,0)
até B = (1,v/3);
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2 .2 L2
h) /x +1y2+2%]dS, onde C ¢ a interseccao das superficies f_6+y9 —i—f—G =1
ey =2.

Exercicio 4.2.2 Calcule /(m + y)dS, onde ¢ consiste do arco da circun-

feréncia x* + y* = 1, saindo do ponto (1,0) até o ponto (0,1) no sentido

anti-hordrio e do segmento de reta ligando os ponto (0,1) e (4, 3).

Exercicio 4.2.3 Seja ¢ a curva dada pela intersecio das superficies x? +

2

Y+ 22 =R eax?+y? = i com R > 0, situado no primeiro octante.
81v3

Determine o valor de R de modo que /xyzdS = T\/_

c
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