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1.3 Limite e Continuidade de funcgoes vetori-
ais de uma variavel real

Agora vamos estender a noc¢ao de Limite e Continuidade de fungoes escalares
para funcgoes vetoriais. De um modo geral, temos que a imagem da funcao
vetorial se comporta de maneira andloga a uma fungao escalar, quando nos
aproximamos de um determinado ntmero, em cada uma das suas funcoes
coordenadas e, por isso, tomamos o limite da funcao vetorial como sendo igual
ao limite de cada uma das fungoes coordenadas, quando nos aproximamos
de um determinado niimero, como apresentado na defini¢ao a seguir..

Definicao 1.3.1 Seja f : I\ {a} C R — R"™ uma funcio vetorial definida
em todo t € I exceto, possivelmente, em a. Seja U = (vy,--+ ,v,) um vetor
constante. Entdao, dizemos que o Limite da funcdo vetorial f € U, e escreve-
mos

—

lim f(t) = 7,
t—a

se para todo € > 0 dado, existe um 6 > 0 tal que se 0 < |t — a| < §, entdo,

—

1£(t) = v]] <.

Observacao 1.3.1 Observe que essa definicio € muito semelhante a apre-
senta nos cursos de Cdlculo de fungoes reais e, por isso, temos que a De-
finicdo 1.3.1 pode ser assim interpretada:

lim f(t) =¥ < lim f;(t) = v;, para todo i € {1,2,--- ,n}.

t—a t—a

Da Observacao 1.3.1 temos que calcular o limite de fungoes vetoriais é efetuar
o calculo do limite de funcoes escalares, em cada uma das fungoes coorde-
nadas. Dessa forma, podemos estender as propriedades de limite de fungoes
escalares de maneira natural para fungoes vetoriais, em consequéncia da li-
nearidade de limite de fungoes escalares. Vejam algumas propriedades.

—

Observacao 1.3.2 Considere os sequintes limites: Pm ft) =, Pm g(t) =
—a —a

U e que %im h(t) = m. Dessa forma, temos que:
—a
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. quando o produto vetorial estiver definido;

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 1.3.1 Dada a fungio vetorial f(t) = (V2 +9) i— (2t —4)7, de-

—

termine 1151_r>r21 f(t).
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Solugao: Temos que as fungdes coordenadas de f sao fi(t) = Vt2+9 e
fa(t) = —(2t — 4). Assim, temos que a funcdo f; estd definida em R, pois
249 > 9 > 0 e, por isso, podemos calcular o limite da funcao quando x — 2.

Logo, Prrzl fit) = V22 +9=v13.
—

Por outro lado, temos que a funcao f; é uma funcao polinomial e, consequen-
temente, podemos calcular o limite para qualquer valor real. Dessa forma,
temos que }tln% fa(t) = —(2.2 — 4) = 0. Portanto,

H

lim f(t) = (\/ﬁ, O) :

t—2

- t—1
Exemplo 1.3.2 Considere a fungdo vetorial f(t) = (etl, AVt + 4) )

Determine lim f(t).
t—1

Solugao: Temos que fi(t) = e~! e, dessa forma, %lIrll ) =e"t=e"=1.
—

Além disso, para fo(t) como t — 1, segue que t > 0 e, por

t—1
- Vir
t—1  (Vi+1D(Vt—1)

isso, = = v/t + 1. Consequentemente, lim f,(t) =
\/¥ 1 \/E 1 q ) f2( )
1+1=2.
Por fim, como f3(t) = v/t + 4, segue que f3 esta definido para todo niimero
real maior ou igual a —3, segue que 11I111 f3(t) =vV1+4= V5. Portanto,

%

lim f(t) = (1,2, \/S) .

t—1

Exemplo 1.3.3 Seja f : R\{2} — R? dada por f(t) = <3 — Tt — 5t?,

—

Calcule lim f(t).
t—2

2 —5t+6
t—2 '

Solugao: Temos que fi(t) = 3 — 7t — 5t* e, por isso, 11r121 filt)=3—-72—
ﬁ

52° =3 —14—20 = —31.

Por outro lado, como estamos calculando o limite da funcao quando t — 2, se-

2 =5t+6 (t—2)(t—3)

t—2 t—2
t — 3 e, consequentemente, lln% f2(t) =2 — 3 = —1. Portanto,
—

gue que t # 2, o que nos permite tomar fo(t) =

—

lim f(t) = (—31, —1).

t—2
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Exemplo 1.3.4 Seja
<t3+8 2+ 4t +4

PR s R ,\/S—I—t), se t# —2
(0,0,0), se t=—2

g(t) =

Calcule, se existir, lim g(t).
t——2

Solugao: Como estamos calculando tlimz g(t), segue que estamos conside-
%_

rando apenas valores de t # —2, 0 que nos permite considerar que g(t) =

<t3+8 t2+4t+47\/3—+t):<(t+2)(t2—2t+4) (t + 2)? \/3_+t>:

t+27 t2—4 t+2 T(t+2)(t—2)
t+2
<t2 — 2t+4,L,\/3+t). Assim, temos que

t—2

t+2
lim §(t) = (lim (t* — 2t +4), lim 'F2 im \/S—i—t) =
t——2 t——2 t—>—2¢ — 2 t—-2

= <4+4+4,i, 3—2) = (12,0,1).

—4
|

» (sen(t) 1—Cos(t))

Exemplo 1.3.5 Calcule o limite da fun¢ao vetorial f(t) = . .

quando t — 0.

Solugao: Vamos calcular os limites de cada uma das fungoes coordenadas.
sen(?
Observe que fi(t) = n(t)

fundamentais, isto é, 1ir% fi(t) = 1. Caso nao se lembre de tal informagao,
—

e, por isso, temos que Pn% fi(t) é um dos limites
ﬁ

poderiamos também utilizar a regra de L’Hopital, visto que Pr% sen(t) =
—
t t))
sen(t) _y (sen(t)) _

0 = lim¢. Dessa forma, temos que lim f;(¢) = lim
t—0 t—0

t—0 t t—0 (t)’
t
lim <0 _
t—0 1
1 — cos(t) , . T A
Para f, = —— = também utilizaremos a regra de L’Hopital. Temos

: : : : .1 —cos(t)
que 11_{%(1 —cos(t)) = 0 = 11_{%15 e, por isto, lgréfg(t) = 151(%? =
lim (1 —cos(t))” . sen(t)

=0. P
lim (t)’ hm — 0. Portanto,

—

lim f(t) = (1,0).

t—0

flt+n) - F0)
h

F(t) = (sen(t), cos(t), 3t* — &) .

, sendo fafungdo vetorial

Exemplo 1.3.6 Calcule lim
h—0
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Solugao: Temos que

ﬂpuw—ﬂw:<mnh@+M—fﬁ>n.hm
) e

h—0 h h—0 h

lim

h—0

= (fit),-+ fu®) .
Portanto,

— —

ft+h) - f(t)

lim
h—0

= (f1(t),- -, fn(t)) = (cos(t), —sen(t), 6t — 2€*")..

Da mesma forma que para funcoes escalares, podemos considerar o limite
de uma fungao vetorial apenas quando o parametro estd em uma diregao,
ou seja, podemos calcular os Limites Laterais de uma funcao vetorial, como
apesentado na observagao a seguir.

Observacao 1.3.3 Os Limites Laterais de uma fungao vetorial sao definidos
de maneira andloga a limites de func¢oes vetoriais, ou seja,

nmﬂw:@mﬁ@,uggh@)e

t—a™t t—a™t

—

i 10) = (i A0+ i £u(0).

t—a—

Temos também que as definicoes de Limites Infinitos e Limites no Infinito
podem ser estendidas para as fungoes vetoriais de maneira natural.

Agora, vamos estender outro conceito muito importante no calculo: Conti-
nuidade. Basicamente temos que uma funcao é continua num determinado
ponto se o limite da funcao existe no ponto e se esse valor de limite é igual
ao valor da funcao no ponto. Dessa forma, como limite de fungoes vetoriais
é obtido calculando o limite de cada uma das fungoes coordenadas, segue
que uma fungao vetorial vai ser continua num ponto se cada uma das suas
funcoes coordenadas forem continuas nesse ponto, conforme apresentado na
definicao a seguir.

Definigao 1.3.2 Seja f: I C R — R™ uma fun¢ao vetorial. Entao, dizemos
que f € Continua num ponto a € I se

—

i. f(a) existe;

—

i, limgy_,q f(t) existe;

iii. lim f(t) = f(a).
(t)—a

Em outras palavras, a Definicao 1.3.2 nos diz que uma funcao vetorial f :
I C R — R"™ é continua num ponto a € I se, e somente se, cada uma das suas
fungoes coordenadas é continua em a € I. Como a definicao de continuidade
esta diretamente relacionada com a de limite, segue que as propriedades para
continuidade de fungoes vetoriais sao analogas as obtidas para o cédlculo de
limites (1.3.1), como visto a seguir.
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Observacao 1.3.4 Sejam ﬁﬁ : I C R — R" fungoes vetoriais continuas
ema € I e h uma funcao escalar também continua em a. Assim, temos que
sao vdlidas as sequintes propriedades para a continuidade:

a) f+ g € continua em a;
b) f-g é continua em a;
c) f X g é continua em a, quando o produto vetorial estiver definido.

d) hf € continua em a.

Definicao 1.3.3 Dizemos que f ¢ Continua se ffor continua em todo a €
D .
!

Vamos a alguns exemplos.

—

Exemplo 1.3.7 Seja a fungao vetorial f(t) = ti—t2j. Entdo, como f, (t)=t
(que é uma funcgao polinomial) e fo(t) = —t* (que também € uma fungdo
polinomial), seque que fi e fo sdo continuas em todo t € R. Portanto, seque

que f € continua em R.
[

. t—1
Exemplo 1.3.8 Seja f(t) = (etl,zﬁ,&f). Entao, temos que fi(t) =
r—1

e € uma fungao exponencial e, por isso, fi € continua para todo t € R.
Além disso, temos que f3(t) = 3t € uma fungdo polinomial e, consequente-
t —

mente, f3 também é continua em todo R. Para fo(t) = o temos que fo
¢ uma fungao racional (a divisio de duas fungdes polinomiais) e, por isso,
temos que fo € continua apenas nos pontos de R tais que o denominador da
fungdo racional (t* — 1) seja diferente de zero, ou seja, apenas para valores
reais tais que t # +1. Portanto, f € continua em todos os pontos do R tais
que t # +1.

|

Exemplo 1.3.9 A Funcao g dada no Exemplo 1.5.4 nao é continua em t =
—2, visto que (%imzﬁ(t) # (12,0,1). Contudo, reescrevendo a fung¢ao por
t)——

—

(t3+8 2+4t+4

,\/3+t), se t# —2

f(t) = t+27 t2—4
(12,0,1), se t=—2
temos que a nova fun¢ao fpassa a ser continua em t = —2.

Agora, pratique com alguns exercicios.
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1.4 Exercicios

Exercicio 1.4.1 Calcule o valor de cada um dos limites a sequir.

— —

, 2 —4 t+4
a) lim f(t), sendo f(t) = (2754'4715_—27@);

— —

b) lim f(t), sendo f(t) = (3 =7t =5t (t —2)"°(t +4)%);

— —

c) %gr% f(t), sendo f(t) = (3252 —Tt+2,

203 — 5t =2t —3 4t -5\
43 — 132 + 4t —3' 5t — 1)’

—

d) tl_l)r{llf(t), sendo

H={—-t2+6t*+2 (t+4)>t+2)"" '
) ( +O 42, (447 +2) 4224+ 6t+5)]

= . t4+3\ - [(tPH+5t+6\ - [(tP—5t+6) -
e)lgr%f(t),sendof(t)—(H_—Q)Z‘f’( t+2 )J_( t—2 )k7

f) lim f(t), sendo f(t) = (2t +7)i + (4t2 - 1> j— <E) k.

t—1 2t —1

- - sen(4t) 2t sen(9t) sen(3t
1 t d t
9 1550 (t), sendo f(2) ( t 7 sen(3t) sen(Tt)” sen(6t

~— | —

b) tim F(t), sendo f(2) <36"3(” r )

1 t2 7 sen?(3t)

Exercicio 1.4.2 Calcule, se existir, os limites laterais de cada uma das
funcoes vetoriais a sequir.

t2 —4 4

b) tl_1)1§1+ f(t), sendo f(t) = <\/75t2_—39’ \/z[))[ty t_ t).

a) lim f(t), sendo f(t) = < * >i+2tj+ < - 2> k;
t—2+ —t

Exercicio 1.4.3 FEstude a continuidade de cada uma das funcoes vetoriais
a Sequir.

~ t?+t—6)\ - 2 —3t—4\ -
v fio= ()i ()

t24+t—6 . t?+6t+9
- 2t t# -3
b) flt) = ( z+3 T o9 ) se 73
(1,-6,0), se t=—-3
t2_3t_4t2 12 t#4
7 —_— " = se
c) ft) = t—4 ’ :
(2,4), se t=4
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