Capitulo 1

Funcoes vetoriais de uma
variavel real

Nesse capitulo sera feito um estudo das Funcoes vetoriais de uma variavel
Real, estudo esse semelhante ao feito nos cursos de Calculo. Dessa forma, na
Secao 1.1 sera apresentada a a definicao de funcoes vetoriais de uma variavel
real; na Secao 1.3 estudaremos limites e continuidade de fungoes vetoriais de
uma variavel real. Na Secao 1.5 estudaremos os conceitos relacionados com
a diferenciabilidade de fungoes vetoriais. Ja na Secao 1.7 vamos apresentar
os conceitos relacionados a Integracao de fungoes vetoriais e na Secao 1.9
falaremos do Comprimento de Arco. Por fim, na Secao 1.11 trabalharemos
algumas das parametrizagoes que mais utilizaremos nesse curso.

1.1 Definicao e exemplos

Suponha, por exemplo, que uma particula esteja se movimentando de tal
forma que para cada instante ¢ as suas coordenadas sejam dadas por x =
x(t), y = y(t) e z = z(t). Logo, para cada instante ¢ > 0 existe um vetor
F(t) = (x(t), y(t), 2(t)) que representa a sua posicao.

Dessa forma, podemos pensar numa “aplicacao” que associa a cada nimero
real ¢, nao negativo, a um tunico vetor f (t). Essa aplicagdo é chamada de
Fungao Vetorial de uwma Varidvel Real, como apresentamos na definicao a
seguir.

Definicao 1.1.1 Sejam fi, fo,--- , fn : I C R — R funcoes reais de uma
varidvel real t. Entao, o vetor f: I C R — R"™, dado por

—

f@) = (f1(t), fo(t), -+, fult))

€ chamado de Fung¢ao Vetorial de uma Varidvel Real. Cada uma das fungoes
fi, fa, -, fu sao chamadas de Fungoes Coordenadas.

Exemplo 1.1.1 Considere a funcdao vetorial f(t) = (Vt,t). Entdo, temos
que fi(t) = /t, com Dy, = R.. Além disso, temos que fo(t) = t com
Dy, = R. Portanto, temos que

Df‘:R+
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O conjunto imagem [mf ¢ dado por

Imp={(Vi,t) e R*t € Ry},

Um esbogo do grdfico pode ser visto na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Representacao do grafico da funcao vetorial do Exemplo 1.1.1.

Observacao 1.1.1 a) O Conjunto Dominio D¢ de uma fung¢ao vetorial f:
I C R = R"™ € formado pela intersec¢ao dos dominios de cada uma das
fungoes coordenadas f; - [; CR —- R (i =1,2,--- ,n), isto ¢,

De=LnNnhLnN--NlI,
b) Além disso, o Conjunto Imagem Img da fungao vetorial f ¢ definido da

mesma forma que para fungoes escalares, ou seja, Imf € o conjunto dado
por

Im ;= f(DJ;) = {w € R";w = f(t) para algum t € Df}.

¢) Quando estamos no espaco euclidiano, isto é, quanto temos n = 3, €
comum utilizar a notacao

Ft) = HI()T + fo(t)] + fa(t)k,

para representar uma func¢ao vetorial, lembrando que i = (1,0,0), j =
(0,1,0) e k= (0,0,1) sao os vetores da base canénica ortonormal do R3.

Vejamos mais exemplos.
Exemplo 1.1.2 Considere a fungao vetorial f: I c R — R? dada por
fliy=(Vi=2,(-3)7").

Entao, temos que f1(t) = /t — 2 estd definida para todo nimero real tal que
t—22>0, sto é,

Dfl = [2, —|—OO[
Por outro lado, temos que fo(t) = (t — 3)™' = ; e, por isto, fo estd
definida para todo nimero real tal que t — 3 # 0, isto €,

Dy, =R\ {3}.
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Portanto, temos que
Dp= {teR;t>2et+#3}=[2,+0[\{3}.
O congunto imagem fica dado por
Imyp= {w eR*w=f(t), te Df}.
|

Exemplo 1.1.3 Considere a fungio vetorial f(t) = 2sen(t)i+2 cos(t)] +2k.
Entao, temos que f1(t) = 2sen(t) e, consequentemente Dy, = R. Além disso,
temos que fa(t) = 2cos(t) e, também temos que Dy, = R. Por fim, f3(t) =2
e por ser uma funcao constante, temos que Dy, = R. Portanto, temos que

Dy=R.
O conjunto imagem Img € sado por

Imp={(2sen(t),2cos(),2) € R?:t € R}.

—

Um esbogo do grdfico da fungao vetorial f(t) pode ser visto na Figura 1.2.

—

Figura 1.2: Representacao do grafico da fungao vetorial do Exemplo 1.1.3.
|

Exemplo 1.1.4 Considere a funcao vetorial f(t) = 2$en(t)f+2008(t)j+tg,
com 0 <t < 4rw. Para esse caso, temos que o conjunto dominio Df ja esta
determinado pela defini¢cao do parametro t e, por isto,

Dp= [0, 47].
O congunto imagem Img € dado por

Im = {(2sen(t),2cos(t),t);t € [0,4n]}.

—

Um esbogo do grdfico da fungdo vetorial f(t) pode ser visto na Figura 1.3.
|

Exemplo 1.1.5 Encontre o conjunto dominio e o conjunto imagem de cada
uma das fungoes vetoriais a sequir:
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Figura 1.3: Esboco do conjunto I'my do Exemplo 1.1.4.

a) f(t) = ti+ 2] + t3k; ¢) h(t) = (V2 =9,t,12).
b) (1) = (x/—4—t2, =0 2>,-

ot — 2’

Solucgao:

a) Temos que fi(t) =t é uma fungao polinomial, logo Dy, = R. Por outro
lado, temos que f»(t) = t* também ¢é uma funcao polinomial e, consequen-
temente, Dy, = R. Por fim, temos que f3(¢) = ¢* também é uma fungao
polinomial, logo Dy, = R. Portanto, o conjunto dominio D P ¢ dado por

Dy=RNRNR=R.
O conjunto imagem I'm P ¢ dado por

Imp={(t,1*,t*) € R%t € R}.

b) Temos que g;(t) = v4 — t2 estd definida para todo x € R tal que t* —4 >
t—5
-2 °
uma funcao racional e, por isso, g» esta definida para todo z € R tal que
2t —2 # 0, ou seja, Dy, = R\ {1}. Por fim, temos que g3(t) = 2 é uma

funcao polinomial, logo Dy, = R. Portanto, Dy é dado por

0, ou seja, D, = [—2,2]. Por outro lado, temos que g»(t)

Dg = ([=2,2) n(R\ {1}) N R = [-2,2]\ {1}.

O conjunto imagem I'mg é dado por
t—5
Img = { (\/752 — 4, %—2,2) eR*te[-2,2]\ {1}} :

c) Temos que hy(t) = /12 — 9 esté definida para todo z € R tal que t* —9 >
0, ou seja, Dy, =] —o00, —3]U[3, +oco[. Por outro lado, temos que hs(t) =t
e h3(t) = t* sao fungoes polinomiais e, consequentemente, Dy, = Dy, = R.
Portanto, o conjunto dominio D; é dado por

Dy = (] =00, =3]U[3,4+00]) NRNR =] — 00, —=3] U [3, +-00.
O conjunto imagem Imj ¢ dado por
Imj; = {(\/ﬁ —9,t,t%) € R*t €] — 00, —3] U [3, +oo[} .
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Observagao 1.1.2 Uma curva, que € a imagem de uma func¢ao vetorial,
pode ser definida de trés formas:

e Faplicitamente;
o Implicitamente;

e Parametricamente.

Uma funcao esta definida explicitamente quando o seu gréafico é obtido exa-
tamente pela funcao que a define. Por exemplo, tomando f(z) = 22, com
x > 0, temos que f é uma representagao explicita para a funcao cujo gréfico
¢ dado pela Figura 1.1.

Por outro lado, temos que uma fungao esta definida implicitamente quando
o seu gréfico é obtido pela relagao R(zx, f(z)) = 0. Por exemplo, a Figura 1.2
representa o grafico da funcao dada implicitamente pela expressao 22 +y? = 4
ez=2.

Por fim, uma funcao esta definida parametricamente quando existe um con-
junto de equagoes que expressam as variaveis independentes, através de um
parametro. Dessa forma, temos que uma funcao vetorial f I CR =R
pode ser vista como sendo a representacao paramétrica de uma funcao esca-
lar. Por exemplo, tomando = = 2sen(t), y = 2cos(t) e z = 2 no Exemplo
1.1.3, temos que

2? + 9% = (2sen(t))’ + (2cos(t))’ = 4

e, por isso, temos que f(t) = 2sen(t)i + 2cos(t)] + 2k é uma representacio
paramétrica para a circunferéncia de raio 2 centrada no ponto (0,0, 2) contida
no plano z = 2.

Exemplo 1.1.6 Utilize as coordenadas cartesianas para reescrever a func¢ao

—

vetorial f(t) = (3 cos(3t),3sen(3t), —1).

Solugao:  Observe que cos?(a) + sen?(a) = 1. Desta forma, tomando
x = 3cos(3t), y = 3sen(3t) e z = —1, temos que

22 +y® = 9cos?’(3t) + 9sen®*(3t) =9ez=—-1= 2" +y*=9e 2 = —1.
Portanto, reescrevendo a funcao f obtermos a expressao
4y =9ez=—1

Como estamos associando uma fungao vetorial a um vetor, podemos estender
as definicoes das operagoes de vetores para as fungoes vetoriais, utilizando
coordenada-coordenada, as operagoes entre fungoes, como ilustrado na ob-
servacgao a seguir.
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Observacao 1.1.3 Considere f,§ : I C R — R fungoes vetoriais dadas,
respectivamente por f(t) = (fi(t), -, fu(t)) e gt) = (g1(t), -, gn(t)).
Considere também a funcdao escalar h : I C R — R. Desta forma, temos que
sao validas as sequintes operagoes:

a) Soma: (f£§)(t) = (fit) £gu(t),-- - falt) £ gu(t));
b) Produto por Escalar: (hf)(t) = (h(t).fi(t), -, h(t).fo(t));

—

¢) Produto Interno: (f,5) = f-G= fi(t).qi(t) + -+ fu(t).gn(t);
d) etc.

Exemplo 1.1.7 Considere as fungées vetoriais f(t) = (2t — =1,/ —8) e
G(t) = 3% — 2t715 e considere a fungio escalar h(t) = 3(t — 1)~'. Efetue as
operagoes a sequir, encontrando o conjunto dominio de cada uma das novas
funcoes obtidas.

a) (f+9)); b) (f.9)); ¢) (h-g)(t); d) {f, f)-

1
Solugao: Temos que f; = 2t —t ! = 2t — n e, por isto, Dy = R*.
J& fo = Vt3 — 8 e, por esta razao, fy estd definida para todo nimero real
tal que t* — 8 > 0 isto é, Dy, = {z € R;z > 2} = [2,400[. Portanto,

Dy=R"N N2, +oo[= [2, +oo|. Para a fungao ¢, temos que g; = t* (que é uma

—2
fungao polinomial), logo D,, = R. Além disso, temos que go = —2t 1 = -
e, por isto, Dy, = RN R* = R*. Portanto, D = R*. Por fim, como
h(t)=3(t—1)"1t= 7> segue que D, =R\ {1}.

Agora, vamos as operagoes.

a) Temos que
(F+ 1) = (L), Fo(8) + (91(£), g2(1)) = (f1(£) + 91(1), folt) + g2(1)) =
= <2t —t ! m) + (8, -2t = <t3 42t — ¢t oty m) :
sendo que Dy, .= DrN Dy = [2, +ool.
b) Temos que
(- @)(&) = (A1), Lo() - (91(8), 92(t) = Fo(t) - 1 () + fa(t) - ga(t) =
=2 -t -+ (\/t?’TS) (=2 =2t — 2 - 27V 8,
sendo nesse caso também que D7 = DN Dy = [2,+0c].
c¢) Temos que
(h - §)(t) = h(t) - (g1(t), 92(1)) = (h(t)g1(t), h(t)g2(t)) =
=3t - 1) (B, -2t = (3t — 1), =6 [t(t — 1] ),
sendo que Dyy = Dy N Dy =R\ {1} NR* =R\ {0, 1}.
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d) Temos que

— —

(Fofy = (- D) = (1), (1) - (1), f2(8)) = filt)* + fo(t)? =
= (2t — 1)’ ( ) S At S =P A 2 12,

sendo nesse caso D 77 = Dy = [2,400].

Agora vamos a alguns exercicios.

1.2 Exercicios

Exercicio 1.2.1 Determine os conjuntos dominio e imagem de cada uma
das funcgoes vetoriais a sequir.

1. f(t) = (t{ﬁ,\ﬂl—t?);
2. )= (VE=2)i+ (VE—4t+3)j

3. f(t)=—(Vt+7— A +8)i— (|t +2| +4)F;

4 t+2 1\
4. g(t) = (\/3”+\/7_tt—7t_2)’

t 1
=/ — ——=,* +8t+14|;
®) ( t+17 1+t )

6. f(t) = (—t2+4t —1)i+ (t—2)"%] — (t +2)2k;

Ra
=

7. G(t) = 3 — t73] + |t|k;

8. §(t) = (12t — 13,v/2t,]2t] — 3,3 — £,3 — |t|1);
> 1242t —8 3+ 3t2 — 4t — 12
9 f(t): ) 2 ’
t—2 24+t—6

Exerc1c10 1.2.2 Para cada par de fungoes vetoriais abazxo Obtenha as fungoes

f+g, f g, f g, f f g- g e, quando posswelf X gegx f Escreva
também o conjunto dominio de cada uma das novas funcoes encontradas.

a) f(t)=(2t,12+1) e G(t) = (3t — 2)7 + |t|j:

VTR € ) = (1 -2,V 2, VI 3);

¢) ft) = (t3, tig,t — 5) e g(t) = (t* =1L, Vt, > +1);

d) flt) = i— <k egt)y=Vij+ (4 —1);
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e) flz)= (VE+ 4,82 —4,VE+ 2,82+ 4) eg(t) = (2 = 9,VE+ 5,V —4,V/12 - 9).

Exercicio 1.2.3 Para cada par de funcoes abairo, obtenha a func¢ao g - f
Escreva também o conjunto dominio de cada uma das novas funcgoes encon-
tradas.

—

a) f(t) = (2t,t* +1) e g(t) = 3t*;
t

—

b) f(t) = (t—2,V/T—2,V/T—3) eg(t) = Vi —3;
c) flt) = (VEF 482 —4,VT 12,82 +4) e g(t) = VI+ 2.

— —

Exercicio 1.2.4 Dada a funcgdo vetorial f(t) : R — R?, dada por f(t) =
(2cos(t),3sen(t)), com 0 <t < 2m, faca:

a) Desenhe o conjunto imagem da fun¢ao f:
b) Desenhe o grdfico da fungao f

Exercicio 1.2.5 Faca um esboco de cada uma das curvas dadas parametri-
camente pelas expressoes:

—

a) f(t)=(t+1,2t+1,1) comt € R;

b) f(t) = (t,t%,t3) com 0 <t < 1;

)=
)=
)= (2t,t) com -1 <t <1;
d) f(t) = (t,t,t*) com —1 <t < 2;
)=

e) f(t)=(2t,[t]) com -1 <t <2,





