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1.11 Algumas funcées particulares

Nessa secao apresentaremos as definicoes e as principais propriedades de algumas
das funcoes mais utilizadas nos cursos de Célculo. Saber fazer o estudo de sinal de
funcoes, obter o grafico, o que é o zero fa funcao, etc., sdo uns dos conceitos a se-
rem usados constantemente em matematica e, por isso, € importante fazer muitos
exercicios. Comecemos com a Fungdo Afim.

Definicao 1.11.1 A Funcdo Afim é qualquer fungdo que associa a todo niimero real
X ao tinico numero real f(x)=ax + b, com a # 0. Portanto,

f: R - R
x — f(x)=ax+b "
|

As propriedades mais importantes da funcao afim sdo listadas na Observagao
1.11.1.

R
Observacao 1.11.1 Seja f X uma fungdo afim. Entdo, te-

— R
— f(x)=ax+b
mos que:

a) O numero a é chamado de Coeficiente Angular e o niimero b é chamado de Co-
eficiente Linear.

b) Seb =0, ouseja, se f(x)= ax, entdo, a fungdo afim é chamada de Fungdo Linear.

c) Sea=1eb =0, ouseja, se f(x)= x, entdo, a fungdo afim é chamada de Fun¢do
Identidade.

d) Sea >0, entdo, a fungdo afim é Crescente e se a < 0, entdo, a fungdo afim é De-
crescente.

e) O grdfico da fungao afim, dado por Gry = {(x, y)ER*,y=ax+b, a# 0} éuma
reta.

f) O grdfico da fungdo linear passa pela origem e o grdfico da fungdo identidade é a
bissetriz dos quadrantes impares.

g) O zero da fungdo afim, ou seja, o ntimero real tal x tal que f(x) =0, é o niimero

dad =—.
ado por x =—

h) Temos que f(x) assume valores com sinal contrdrio de a para todo x tal que x <
_ _ —b
— e f(x) assume valores com o mesmo sinal de a para todo x tal que x > —.

a a

Desta forma, o estudo de sinal da fungdo afim fica dado pela Figura 1.23.

4_%;’“” ;%;"KO

Figura 1.23: Estudo de sinal da Funcao Afim f(x)=ax + b.
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i) A fungdo afim é uma bijecdo. Consequentemente, a inversa de uma fungdo afim
ff: R - R

f(x)=ax+b éa fungdo y oo )=

y—>b .

a

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.11.1 Seja f(x)=2x+3. Entdo, temos que f é uma fungdo afim crescente,
poisa =2>0. O grdfico da funcdo f é dado por

Grfz{(x,y)eRz;y:2x+3}.

O zero da fungdo f é o niimero x = R Temos que a fungdo f assume valores posi-

; —3 . -3 .
tivos para x > — equea fungdo f assume valores negativos para x < - Ainversa

-3
da fungao f é dada por f~'(y) = YT

1.24.

. Um esbogo do Gy é apresentado na Figura

Figura 1.24: Esboco do gréfico da funcao f(x)=2x +3.

Exemplo 1.11.2 Seja f(x)=—3x+1. Entdo, temos que f é uma fungdo afim decres-
cente, pois a =—3 < 0. O grdfico da func¢do f é dado por

Grfz{(x,y)eRz;yz—?)x—i-l}.

- 1 ..
O zero da funcdo [ é o niimero x = 3 Temos que [ assume valores positivos para
1 . .
x < 3 e [ assume valores negativos para x > 3 A inversa da fungdo | é dada por

1—
)= Ty Um esbogo do Gy é apresentado na Figura 1.25.
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T

Figura 1.25: Esboco do gréfico da fun¢do f(x)=—3x+1.

Exemplo 1.11.3 No Movimento Retilineo Uniforme, M RU, o espago percorrido é
uma fungdo do tempo, expresso pela formula

s=s+vt,

onde s, é o espago inicial e v # 0 é a velocidade, sendo s, e v constantes. Logo, o M RU
é uma fungdo afim e, por isto, o M RU uma crescente (se a velocidade for positiva)
ou decrescente (se a velocidade for negativa). Temos ainda que o grdfico do M RU é
representado por umareta.

|

Agora, vamos apresentar a definicdo e as principais caracteristicas da Fungdao
Quadprdtica.

Definicao 1.11.2 A Funcgdo Quadrdtica é qualquer func¢do que associa a todo nii-
mero real x ao tinico niimero real f(x)=ax?*+ bx + ¢, com a #0. Portanto,

f+: R —- R
x — f(x)=ax?*+bx+c’

Da mesma forma que para a func¢do afim, existem diversas propriedades envol-
vendo a funcdo quadrética. Algumas dessas propriedades sdo listadas na Observa-
caol.11.2.

f:

® &

-
o uma fungdo quadrdtica.

~ o R
Observacao 1.11.2 Seja f(x)=ax?+bx+c

Entao, temos que:
a) Na fungdo quadrdtica, se a > 0, entdo, sua concavidade estd voltada para cima.
b) Na fun¢do quadrdtica, se a <0, entdo, sua concavidade estd voltada para baixo.

¢) O grdfico de uma fungdo quadrdtica, dado por Gry ={(x,y)€R*y =ax*+bx+
¢, a # 0}, é uma pardbola cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo das ordenadas.
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d) A fungdo quadrdtica ndo é uma bijegdo, visto que ela nédo é nem injetiva e nem
sobrejetiva.

e) A intersecgdo da pardbola com o eixo das abscissas define os Zeros da fungdo, ou
seja, os valores de x € R tais que f(x) = 0. As raizes da funcdo quadrdtica sdo

—b+vA

dadas por x = — onde A=b*—4ac.

f) A intersecdo da pardbola com o seu eixo de simetria é chamado de Vértice. As
—b —A
coordenadas desse ponto é dada por V = (xV, yv) = (xV, f(xv)) = (2—, 4—)
a 4a
g O conjunto imagem da fungdo quadrdtica é dado por Imy = {y eER;y < yu}, se
a<0elms={yeR;y>y,} sea>0.

h) As possibilidades de esbogo do grdficos da funcdo quadrdtica sdo apresentados
pela Figura 1.26.

ANV

@ a>0A>0 (b) a>0,A=0 (c) a>0,A<0

x1:x2

A

(d a<0,A>0 () a<0,A=0 () a<0,A<0

Figura 1.26: Esboco dos graficos das funcoes f(x) = ax?+ bx + ¢, para diferentes
variacoes do sinal de a e de A.

O estudo de sinal da fungdo quadrdtica fica dado pela Figura 1.27.

+ + o+

a>0——4—4F5 A0 ——FF A0 ——F FTiAco
xl x2 x1=x2

a<0;|L|;>A>O 4_|;>A=0 ——
X1 X X1 =X

Figura 1.27: Estudo de sinal da Func¢ao Afim f(x)=ax*+ bx +c.

Agora, vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 1.11.4 Seja f(x) = x> —6x +5. Entdo, f é uma funcdo quadrdtica com
—b

concavidade voltada para cima, pois a = 1 > 0. Além disso, temos que x, = ey
a

—(-6
% =3ey,=f(x,)=32—6.3+5=—4 ¢, porisso, V =(3,—4).

O eixo de simetria do Gry é areta x =3 (x do vértice). O grdfico de f é dado por
Gry={(x,y)eR?%y =x*—6x+5}.
O conjunto imagem de  é dado por
Img =[yy,+00[=[—4,+00l.
As raizes da fungdo quadrdtica sdo dadas por

_—bxvBdac -6+ /P-4 15 _

X (_
2a 21

_ 6++/36—-20 64
*= 2 2
ou seja, as raizes da fungdo sdo x =1 ou x =5. Um esbogo do grdfico da fungdo f é
apresentado na Figura 1.28.

—4

Figura 1.28: Esboco do gréfico da funcdo f(x)= x*—6x +5.

Exemplo 1.11.5 Seja f(x)=—x?—4x —4. Entdo, f é uma funcdo quadrdtica com
—b
concavidade voltada para baixo, pois a =—1 < 0. Além disso, temos que x, = Vi
a
—(—4
5 (( 2)) =—2ey,=f(x,)=0e porisso, o vértice da pardbola é dado por V =(-2,0).
O eixo de simetria do grdfico de f é a reta x =—2 (x do vértice). O grdfico de f é
dado por

Gry={(x,y)eR%y=—x"—4x—4}.

O conjunto imagem de [ é dado por

Imf =]—OO,yU]=]—OO,O].
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As raizes de f sdo dadas por

_—bxvb2—dac —(—4)t+/(—42—4-(-1)-(—4)

X =
2a 2-(—1)
4+/16—16 4+0
=X = ) = ) ,

ou seja, as duas raizes da fungdo sdo iguais a x =—2. Um esbogo do grdfico da fungdo
f éapresentado na Figura 1.29.

Figura 1.29: Esboco do grafico da fun¢ado f(x)=—x?>—4x —4.

Exemplo 1.11.6 Seja f(x) = x*—2x +3. Entdo, f é uma funcdo quadrdtica com

—(—2
concavidade voltada para cima, pois a =1 > 0. Além disso, temos que x, = g =1

2.1
ey, = f(x,)=2. Entdo, o vértice de [ é dado por V =(1,2).
O eixo de simetriado Gry éareta x =1. O grdfico de f é dado por

Grf:{(x,y)eRz;y:x2—2x+3}.
O conjunto imagem de [ é dado por

Essa fungdo nao possui raizes reais, visto que A = b*>—4ac =(—2)—4-1-3=—8<0.
Um esbogo do grdfico da fungao | é apresentado na Figura 1.30.

X

2

—x
1

Figura 1.30: Esboco do grafico da fun¢do f(x)= x?>—2x +3.

A préxima funcao a ser estudada é a Funcgdo Modular, que é uma funcao de
grande importancia para a matematica.
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Definicao 1.11.3 A Fung¢do Modular é qualquer funcdo que associa a todo niimero
real x a um tinico nimero real da forma f(x)=|x|. Portanto,

f: R - R
x = flx)=lx|"
|

Algumas das principais propriedades da funcdao modular estdo apresentadas a
Observacado 1.11.3.

R

Observacao 1.11.3 Seja
¢ / f(x)=1x]

' R
f M uma fungdo modular. Entdo, te-

N
—
mos que:

a) Di=Relm;=R,.

b) De uma forma geral, a fungdo modular ndo é injetiva e nem sobrejetiva.

g: XCR — R

x = glx)=|f(x)
da funcdo g sdo todos os pontos x € X tais que f(x)=0.

c¢) Considere uma fung¢do modular . Entdo, os zeros

g: XcR — R

x - glo)=|f(x)]
grdfico de g, proceda como a seguir: faca o esbogo do grdfico da fungdo [ e, em
seguida, “rebata” todos os pontos do esbogo do grdfico da fungdo f com valores
de ordenada negativa para pontos de ordenada positiva, mantendo os pontos de
ordenadas positivas.

d) Considere uma fungdao modular . Para esbog¢ar o

|
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.11.7 Sejag :R — R a fun¢do modular dada por g(x)=|2x+3|. A fungdo
f(x)=2x+3 foi estudada no Exemplo 1.11.1, e o esbog¢o do seu grdfico é dado pela
Figura 1.24, que é representado por uma reta crescente que corta o eixo das abscissas

3 -3
no ponto x = —. O zero da fungdo g é o ponto x = - Entdo, temos que o esbogo
do grdfico da fungao g fica dado pela Figura 1.31.

y

Figura 1.31: Esboco do gréfico da funcdo g(x)=|2x +3|.
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Exemplo 1.11.8 Seja a funcdo modular dada por g(x)=|x*>—6x+5|. A fung¢ao qua-
drdtica f(x)= x*—6x+5 foi estudada no Exemplo 1.11.4 e 0 esbogo do grdfico é apre-
sentado na Figura 1.28, que é uma pardbola com concavidade voltada para cima e
cujas raizes da fungdo sdo x =1 e x =5. O esbogo do grdfico de g é dado pela Figura
1.32.

Figura 1.32: Esboco do grafico da funcdo g(x)=|x*—6x +5|.

Afuncdo afim e a funcdo quadratica sdo casos especiais de um grupo importante
de funcoes dentro da matematica, que sdo as Fungoes Polinomiais, cuja definicao é
apresentada a seguir.

Definicdo 1.11.4 Uma Funcgdo Polinomial é qualquer fungdo que associa a todo nii-
mero real x a um tinico numero real da forma

n
f(x)= E a;x'=a,x"+a, x"'+---+a,x+a,,
i=0

onde a,,a,_,, - ,a,,a, € R, com a, # 0, sao constantes chamadas de Coeficientes.
Além disso, temos que n € N é chamado de Grau da funcdo polinomial.
|

Algumas propriedade sobre fun¢des polinomiais sdo apresentas na Observacao
1.11.4.
f: R - R
~ . n ~ . .
Observacao 1.11.4 Seja x — flx)= Z ax' uma funcao polinomial. En-

i=0
tdo, temos que:

a) Dy =R eImy vai depender da fun¢do polinomial estudada.

b) A funcdo constante f(x)=k (com k € R*) é um caso particular de funcdo polino-
mial, com grau zero;

¢) Afungdoafim f(x)=ax+b éum caso particular de fungédo polinomial, com grau
unmy;
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d) A fungdo quadrdtica f(x)=ax*+ bx+ c é um caso particular de fungdo polino-
mial com grau dois;

e) De uma maneira “simpléria’, podemos afirmar que na fungdo polinomial temos
expressoes que ndo possuem varidveis dentro da raiz, nem no denominador, nem
mesmo dentro de uma funcdo transcendental.

f) Temos que o grdfico de uma fungdo polinomial é dado por

Grfz{(x,y)eRz;y:Zaixi}.
i=0

O esbogo do grdfico de funcgoes polinomiais gerais precisam de técnicas que serdo
estudadas no final do Capitulo 3 (Derivadas).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.11.9 a) A funcao f(x) = x* é uma fungao polinomial de grau 3, cha-
mada de fungdo Cubica;

b) Afuncdo f(x)=5x°—6x+7 é uma funcao polinomial de grau 5.

¢) Afuncdo f(x)=v2x°—4x?+ 6 é uma fungdo polinomial de grau 3.
|

Obter as raizes de uma funcao polinomial de grau elevado nao é uma tarefa sim-
ples. Por isso, precisamos de muitas ferramentas matematicas que ndo fazem parte
do nosso curso. Focaremos as nossas buscas em casos vidveis. Outra classe im-
portante de func¢des é obtida com a divisdao de fung¢des polinomiais, chamada de
Fungoes Racionais, como definida a seguir.

Definicao 1.11.5 Uma Fungdo Racional é qualquer fungdo definida pelo quociente
de duas funcoes polinomiais, ou seja, f : X C R — R é uma fungao racional se ela é
da forma
p(x)
(x)==—"=,
/ q(x)
onde p(x) e q(x) sdo polinomios e q(x)#0, Vx € X.
|

Vejamos algumas propriedade sobre fun¢des racionais na Observagdo 1.11.5.

f: XCR — R
Observacdo 1.11.5 Seja o fla)= p(x) wuma funcdo racional. En-
. q(x)
tdo, temos que:

a) O dominio de uma fungao racional f é todo numero real x de forma que q(x)#0,
ou seja, Dy = {x eR;q(x)# 0}.
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b) Toda fungdo polinomial pode ser vista como sendo uma fungéo racional, onde
q(x)=1.

c¢) Temos que o grdfico da funcdo racional é dado por

Grfz{(x,y)eXxR;yz%},

onde p(x) e q(x) sdo polinémios e q(x) # 0, Yx € X. De um modo geral, nao
conhecemos o esbogo da curva que representa o Gry de uma fungao racional e,
por isso, as técnicas para construgdo do esbogo de grdficos de fungoes sdo de grande
importancia. O esbogo do grdfico de fungoes racionais serdo estudadas no final do
Capitulo 3 (Derivadas).

Agora, vejamos alguns exemplos.

x—1
Exemplo 1.11.10 Seja f(x) = Pt Entdo, temos que f define uma funcao racio-
nal. Além disso, temos que [ estd definida para todo x € R tais que x # —1. Logo,
temos que

—1
y:i+1 ex7é_1:>y(X+1):x—1:>xy—y:x-l:}xy_x:_l_y:}

= x(1—y)=—1(1+y).

Entdo, considerando y # 1 e dividindo os dois lados por 1 —y obtemos

_—1(1+y) 1+y
1-y y—1
Portanto, Temos que f e sua inversa ficam das por
[+ R\{=1} — R\{l} [T R\{1} — R\{-1}
x—1 e 1+y .

_ s ()= L
x fla)= y =12

x+1 1

Um esbogo do grdfico de f é dado pela Figura 1.33.

—1
Figura 1.33: Esbocgo do gréfico da func¢do f(x)= ;—-I—l
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2x?+5x+3
Exemplo 1.11.11 Seja f(x) = a1 Entao, temos que f define uma fungdo

racional. Além disso, temos que f estd definida para todo x € R tais que x # —1.
Assim, temos que

2x*+5x+3=(x+1)2x+3)= f(x)=2x+3 ex #—1.

Dessa forma, temos que um esbogo do grdfico de | fica dado pela Figura 1.34.

2x%4+5x+3

Figura 1.34: Esboc¢o do grafico da func¢do f(x)= 11

O préximo grupo de fungdes a ser relembrado é formado pelas Fungoes Expo-
nenciais e as Fungoes Logaritmicas de base a. Vamos a primeira definicao.

Definicdo 1.11.6 Uma Funcdo Exponencial de Base a é qualquer fungdo que asso-
cia a todo niimero real x a um tinico ntimero real positivo da forma f(x) = a*, com
a € R* \ {1}. Em outras palavras, se a > 0 e a # 1, entdo, uma fungao exponencial
fica dada por
f: R - R
x — f(x)=a*"
|

Algumas das principais propriedades das fun¢des exponenciais sao apresenta-
das na Observacdo 1.11.6.
fA R - R
= flx)=a*(acR;\{1})

Observacao 1.11.6 Seja uma fungdo exponen
cial. Entdo, temos que:
d) Df:R QCDf:Imf:Rj_

b) A fungdo exponencial é crescente se a > 1 e a fungdo exponencial é decrescente se
O<a<l.

¢) A fungao exponencial é injetiva (pois ela é crescente) e sobrejetiva (pois CD; =
I'my). Portanto, ela é uma bijecdo.
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d) A curva que representa o esbogo do grdfico de f estd totalmente acima do eixo das
abscissas. Temos que o grdfico da fungdo exponencial é dado por

Gry={(x,y)eR%y=a"},
e, além disso, temos que(0,1)€ Gry.

e) Um esbogo dos tipos de grdficos da fungdo exponencial f(x) = a* é apresentado
nas Figuras 1.35 e 1.36.

y y

a>0 O<ax<l

/1 1\

X X

Figura 1.35: Ilustragdo do G ry paraafun- Figura 1.36: Ilustragdo do G r, paraafun-
¢do f(x)=a*,coma>1. cdo f(x)=a*,com0<a<]1.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.11.12 Seja f(x) = 2*. Entdo, temos que f é crescente, pois a = 2 > 1.
Além disso, temos que Dy =R e que Im; =R?. Segue que

Grf:{(x,y)eRz;yzzx}.

Um esbogo do grdfico de f é dado pela Figura 1.37.

|
|
|
|
!
!
|
|
2

Figura 1.37: Esboco do gréfico da funcao f(x)=2*.
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1 X
Exemplo 1.11.13 Seja f(x) = (E) . Entdo, temos que f é decrescente, pois0 < a =

1
3 < 1. Além disso, temos que Dy =R e que Im; =R’ . Segue que

Gry= {(x,y)eRz;y :(%)x}

Um esbogo do grdfico de f é dado pela Figura 1.38.

1 X
Figura 1.38: Esboco do gréfico da funcao f(x)= (E) .

Como ressaltado na Observacao 1.11.6, a funcao exponencial, definida de R em
R* é uma bijecao e, por isso, podemos definir a sua inversa. Essa fungao (a inversa
da funcao exponencial) é chamada de Fung¢do Logaritmica de base a, apresentada
a seguir.

Definic¢do 1.11.7 A Fungdo Logaritmica de Base a, com a € R* \ {1} é a inversa da
funcao exponencial, ou seja, é a fungdo que associa a cada nuimero real positivo y a
um tinico niimero real da forma f~'(y)=log, y, com a € R* \ {1}. Portanto,

fr R - R
y — f(y)=log,y "’
|

Vamos a algumas propriedades envolvendo a fung¢do logaritmica, apresentada
na Observacgao 1.11.7.

7 R

— R
Observacao 1.11.7 Seja
¢ / y o= [ y)=log.y(acR:\{1})

uma fungdo
logaritmica. Entdo, temos que:
a) Df—l = Rj elmffl =R.

b) Podemos relacionar a fungdo exponencial de base a com o logaritmo de base a da
seguinte forma:
y=a*"&x=log,y.
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c) Acurva que representa o grdfico de f~! estd totalmente a direita do eixo das orde-
nadas. Além disso, o ponto de coordenadas (1,0) pertence ao grdfico de f~.

d) A fungao logaritmica é crescente se a > 1 e decrescente se0 < a < 1.

e) Um esbogo dos tipos de grdfico da fungdo logaritmica é apresentado pelas Figuras
1.39 e 1.40.

a>1

O<a<l

—

Figura 1.39: Representacdo do gréfico da Figura 1.40: Representacao do grafico da
fungdo f(x)=log, x, paraa > 1. fungao f(x)=log, x, para0<a<1.

f) Como as fungées f(x)=a* eg(x)=log, x, paraa >0 ea # 1 sdo inversas uma da
outra, temos que o esbogo dos seus grdficos sdo simétricos em relacdoaretay = x.
Nas Figuras 1.41 e 1.42 esse fato é exemplificado.

<

log,y

O<a<l1

X

a>1

log,y

Figura 1.41: Esboco do Grp de f(x)=a*

e f~\(x)=log, x, para a > 1. Figura 1.42: Esboco do Gry de f(x)=a”
e g(x)=log, x,para0<a<1.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.11.14 Seja f(x)=1log, x. Entdo, temos que f é crescente, poisa =2 > 1.
Além disso, temos que Dy =R* e que Im; =R. O grdfico de f é dado por

Grf:{(x,y)eRjxR;y:logzx}.

Um esbogo do Gy é dado pela Figura 1.43.
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R

Figura 1.43: Esboco do gréfico da fun¢do f(x)=1log, x.

1
Exemplo 1.11.15 Seja f(x)=log, x. Entdo, temos que [ é decrescente, pois a = > <
1. Ainda, temos que D; =R’ e que Im; =R. O grdfico de f é dado por

Grf:{(x,y)eijR;y:log%x}.

Um esbogo do Gy é dado pela Figura 1.44.

Figura 1.44: Esbogo do grafico da funcao f(x)=log; x.

Agora vamos apresentar outro grupo de funcdes igualmente importante aos an-
teriores para a matematica, o grupo das Fungoes Trigonométricas. Essas funcoes
apresentam as propriedades de paridade e periodicidade que, em muitas situacdes,
ajudam a resolver problemas do mundo moderno. Junto com cada uma das fun-
¢oOes trigonométricas a serem estudadas, serdo apresentadas condi¢des para que a
mesma seja uma bijecao e, consequentemente, serd definida uma inversa.

Para isso, vamos utilizar o Ciclo Trigonométrico. Sejam O x y um sistema de ei-
xo0s cartesiano ortonormal. Entdo, o sistema formado por Ox y e uma circunferén-
cia centrada na origem e raio um (que chamamos de S!) é chamado de ciclo trigono-
meétrico. Sejam a um angulo e A € S' a origem do ciclo trigonométrico. Considere
também o ponto B € S! tal que AB tenha medida a. Observe que as projecoes do
ponto B sobre os eixos coordenados sdo as coordenadas cartesianas desse ponto.
Assim, considere C € Ox a projecao do ponto B sobre o eixo das abscissas e con-
sidere também D € Oy a projecdo do ponto B sobre o eixo das ordenadas, como
visto na Figura 1.45.
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Figura 1.45: Obtendo as fung¢des seno e cosseno no 1° quadrante do ciclo trigono-
meétrico.

Dessa forma, tomando B = (x(a), y(a)), segue que x(a)=O0C e que y(a)=OD.
Considere o tridangulo retangulo O C B, retangulo em C. Assim, nesse triangulo, O C

é o cateto adjacente ao angulo a e BC € o cateto oposto ao angulo a. Como cos(a) =
cateto adjacente

hivot , como Visto na secdo anterior, segue que
ipotenusa

cos(a) = % = x(a)=0C =cos(a).

Portanto, no ciclo trigonométrico, a projecao do extremo do arco a sobre o eixo
das abscissas tem o0 mesmo valor que o cosseno do angulo a. Com a mesma ideia

e o mesmo tridngulo OC B, temos que OC € o cateto oposto ao angulo a. Além

. [ ) cateto oposto .
disso, temos que OD = BC. Assim, como sen(¢) = —————, como Visto na
hipotenusa

secdo anterior, segue que
sen(a)= B = y(@)=0D = BC =sen(a).

Dessa forma, no ciclo trigonométrico, a projecdo do extremo do arco a sobre
o eixo das ordenadas tem o mesmo valor que o seno do angulo a. Logo, no ciclo
trigonométrico, se B € S! é o extremo do dngulo «, entdo, temos que

B= (x(a), y(a)) =(cos(a),sen(a)).

Um ideia semelhante pode ser usada para obter a projecao em qualquer outro
quadrante e a conclusdo serd a mesma. Assim, podemos seguir para a definicao da
Funcgdo Seno.

Definicao 1.11.8 A funcdo trigonométrica Seno é qualquer fungdo que associa a todo
niimero real x a um tinico niimero real da forma f(x)=sen(x), ou seja,

f: R —- R
x — f(x)=sen(x) "
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As principais caracteristicas da funcdo seno sdo apresentadas na Observacao
1.11.8.

a funcao seno. Entdo, temos

Observacao 1.11.8 Seja K ]lj

- R

—  f(x)=sen(x)
que:

a) Temos que Dy =R, visto que podemos encontrar o valor de sen(x), Vx € R.

b) Como sen?(x)+ cos?(x) =1, para todo x € R (Relacdo Fundamental), segue que
¢) A fungdo seno é uma fungdo periddica de periodo 2.

d) Afungdo seno é crescente no 1° e no4° quadrante e decrescente no 2° e no 3° qua-
drante.

e) Afungdo seno é uma funcao impar, visto que f(—x)=sen(—x)=—sen(x)=—f(x),
VxeR.

f) A fungdo seno assume valores positivos no 1° e 2° quadrante e valores negativos
no 3° e4° quadrante.

g) Acurvaquerepresenta o grdfico da fungdo seno é chamada de Senoide e ela é dada
por
Gry={(x,y)€R%y =sen(x)}.

Um esbogo do grdfico da funcdo f(x)=sen(x) é dado pela Figura 1.46.

g - -

21

wlak - —

3

I z
T
I
|

Figura 1.46: Esboco do gréfico da funcao f(x)=sen(x).

h) A fungdo seno, da forma que foi definida, ndo é uma bije¢do. Contudo, é possivel
determinar um intervalo onde ela seja. Observando o grdfico da fungdo seno na
Figura 1.46, podemos concluir que a funcdo seno serd injetiva se considerarmos
um intervalo onde ela saia do seu valor minimo (ou mdximo) e percorra até o
primeiro ponto onde a fungdo seno assume o valor mdximo (ou minimo). Para
ser sobrejetiva, basta tomarmos C Dy =[—1,1].

Assim, considerando a fung¢do seno

—T T
D=2 = L1
il e
X — f(x)=sen(x)
temos uma bijegdo e, por isso, ela é invertivel. Definimos a inversa da fungdo seno,
que é chamada de Fungdao Arco Seno por

o = 5]

y = f(y)=arcsen(y)
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i) Simbolicamente, temos que
x =arcsen(y) < sen(x)=1y.

Jj) Um esbocgo do grdfico da funcao arco seno, que é dado por

Garesen =10 X)€=L, 1]x | =, 5 |s x = arccos(y)},

é dada pela Figura 1.47.

Figura 1.47: Esboco do gréfico da funcao f(x)=arcsen(x).

De uma maneira andloga, podemos definir a funcao Cosseno, que tem proprie-
dades muito semelhantes as apresentadas pela func¢ao seno, visto que

sen(x + g) =cos(x)

T . N
e, portanto, a funcao cosseno € a funcao seno deslocada em ) unidades. Vamos a
definicao.

Definicao 1.11.9 A funcdo trigonométrica Cosseno é qualquer funcédo que associa a
todo niimero real x a um tinico niimero real da forma f(x) = cos(x), ou seja,

f: R - R
x — f(x)=cos(x) "

As principais caracteristicas da funcao cosseno sao apresentadas na Observacao
1.11.9.

. : R ~ ~
Observacao 1.11.9 Seja ! X a funcdo cosseno. Entdo, temos

— R
—  f(x)=cos(x)
que:

a) Temos que Dy =R, visto que podemos encontrar o valor de cos(x), Vx € R.
b) Novamente, como cos®(x)+sen?(x) =1, segue que Img= [—1,1].

¢) A funcao cosseno é uma funcao periédica de periodo 2.
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d) A fungdo cosseno é crescente no 3° e no 4° quadrante e decrescente no 1° e no 2°

quadrante.

e) A fungdo cosseno é uma fungdo par, visto que f(—x) = cos(—x) = cos(x) = f(x),

Vx eR.

f) A fungdo cosseno assume valores positivos no 1° e no 4° quadrante e valores ne-

gativos no 2° e no 3° quadrante.

g) Acurvaquerepresenta o grdfico da fungdo cosseno também é chamada de Senoide

h)

)
D

e ela é dada por
Gry={(x,y)€R?*y =cos(x)}.
Um esbogo do grdfico da fungdo f(x) = cos(x) é dado pela Figura 1.48.

y
|
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Figura 1.48: Esboco do gréfico da funcao f(x)=cos(x).

Da forma que a fungdo cosseno foi definida (da mesma forma que a funcgéo seno),
ela ndo é uma bijecdo. Contudo, se a redefinirmos por

f: [0)7-[] - [_1’1]
x = f(x)=cos(x)

)

temos que a fungdo cosseno é uma bijecdo. Dessa forma, podemos definir a sua in-
versa, chamada de Fungdo Arco Cosseno. A inversa da fungdo cosseno é denotada
por
f: [-1,1] — [0,7]
y = [Ty)=arccos(y) -

Simbolicamente, temos que x = arccos(y) <> cos(x)=y.
Um esbogo do grdfico da funcdo f~'(y) = arccos(y), que é dado por
G Tarcos = {(y’ JC) € [_1’ 1] X [0’ TC] X = arccos(y)},

é apresentado na Figura 1.49.

1

Figura 1.49: Esboco do gréfico da funcao f(x)=arccos(x).
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Conhecendo o valor do seno e do cosseno de qualquer nimero real, podemos
obter o valor da tangente de quase todos os nimeros reais também. Contudo, como
a tangente é obtida pelo quociente do seno pelo cosseno, s6 é possivel definir a
tangente quando o cosseno for um ntimero diferente de zero. Em outras palavras,

P . el ~ 7-C
s6 existe a tangente de x, se esse nimero nao for da forma 5 + km, com k € Z.

Voltemos ao ciclo trigonométrico.
Seja areta r areta paralela ao eixo das ordenadas passando pela origem do ciclo
trigonométrico A =(1.0,0.0), como visto na Figura 1.50.

[

Figura 1.50: Representacdo do eixo das tangentes no ciclo trigonométrico.

Seja @ um angulo. Sobre a S', encontre o ponto B tal que AB=a. Trace areta s
passando por O e por B, encontrando o ponto C € Cerns.Comor || Oy, segue que
OAC é um triangulo retangulo de hipotenusa 0C,COA=aecateto OA=r=1.
Dessa forma, temos que

cateto oposto AC AC —

tan(a) = - AC.
cateto adj acente o A 1
Portanto,
S sen(«a
AC =tan(a) = ( ).
cos(a)

Vamos a definicdo da funcdo tangente.

- . T . i
Definicao 1.11.10 Seja A = {x ER;x # 5 +km, ke Z}. A funcgao trigonométrica
Tangente é qualquer fungdo que associa a todo niimero real x € A a um tinico nii-
mero real y =tan(x), ou seja,

fr A —=- R
sen(x) .

X — f(x):tan(x):cos(x)

|
E muito importante observar e identificar o dominio da func¢ao tangente, pois
diferente das funcoes seno e cosseno o dominio da funcdo tangente ndo é o con-

junto dos niimeros reais. A seguir, na Observacdo 1.11.10, sdo apresentadas algu-
mas das principais propriedades da funcao tangente.
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f:

Observacao 1.11.10 Seja a fungdo tangente. Entdo, te-

SRS

- R
—  f(x)=tan(x)
mos que:
7
a) Dp=A= {x eER;x#—+km, ke Z}, isto é, a fungdo tangente estd definida ape-
nas para valores onde o cosseno é diferente de zero.

b) Im;=R= CDy, emoutras palavras, a fun¢ao tangente é sobrejetiva.
¢) A funcao tangente é uma fungdo periodica de periodo .

d) A fungdo tangente é crescente em todos os quadrantes. Assim, sempre que com-
paramos dois dngulos do mesmo quadrante, e da mesma determinagdo, quanto
maior o valor do dngulo, maior serd o valor da tangente.

e) A fungdo tangente é uma fungdo impar, visto que ela é obtida pelo quociente de
uma fungdo impar por uma fungdo par.

f) Conhecendo o sinal da fungdo seno e da funcdo cosseno, conhecemos o sinal da
funcdo tangente e, por isso, segue que a fungdo tangente é positiva no 1° e no 3°
quadrante e negativa no 2° e no 4° quadrante.

g Acurva que representa o grdfico da fungdo tangente é chamada de Tangentoide e
ela é dada por
Gry= {(x, Y)EAXR; y = tan(x)},

comA = {x eR; x # g +km, k GZ}. Um esbogo do grdfico de f(x) = tan(x) é
dado pela Figura 1.51.
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Figura 1.51: Esbocgo do gréfico da fun¢do f(x)=tan(x).

h) Como jd comentado, a fungdo tangente é sobrejetiva. Logo, se for considerado
—T s
um intervalo da forma I = ]7 + kT, ) + kﬂ?[, k € Z fixo, segue que a fungdo

tangente passa a ser também injetiva, visto que ela é estritamente crescente. Con-
sequentemente, ela é uma bijegcdo. Portanto, existe a sua inversa, chamada de
Funcao Arco Tangente, que é denotada por
—T T
v
f 72 |
y = [T (y)=arctan(y)
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i) Simbolicamente, temos que x = arctan(y) < tan(x)=y.

J) Um esbocgo do grdfico da fungao arco tangente é apresentado na Figura 1.52.

Figura 1.52: Esboco do grafico da fun¢do f~1(y)=arctan(y).

Da mesma maneira que a funcdo seno e a funcao cosseno se relacionam, a fun-
¢do tangente e a funcdo Cotangente apresentam semelhancas no seu comporta-
mento. Lembremos que a cotangente é obtida pela divisdao do cosseno pelo seno
e, por isso, so faz sentido falar de cotangente quando o seno for diferente de zero.
Novamente, voltemos ao ciclo trigonométrico.

Seja r a reta paralela ao eixo das abscissas passando pelo ponto D = (0,1) € S!
do ciclo trigonométrico tal que AD =90°, como visto na Figura 1.53.

y

D

Figura 1.53: Representacao do eixo das cotangentes no ciclo trigonométrico.

Seja @ um angulo. Sobre a S!, encontre o ponto B tal que AB = a. Trace a reta
s passando por O e por B, encontrando o ponto C € rN's. Como r || Ox, segue
que OD C é um triangulo retangulo de hipotenusa 0C,DC0O=COA=q (alternos
internos) e cateto OD=r= 1, segue que

cateto oposto oD cC — 1
tan(a) = : =—= =>DC= = cot(a).
cateto adjacente pD(C 1 tan(a)
Portanto,
cos(a)

DC =cot(a)= sen(a)’

Vamos a definicdo da funcao cotangente.
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Definicao 1.11.11 Considere A = {x e R; x # km, k € Z}. A fungdo trigonométrica
Cotangente é qualquer fungdo que associa a todo numero real x € A a um unico
niimero real y = cot(x), ou seja,

fr A - R
cos(x) .

X — f(x)zcot(x)zsen(x)

Algumas das principais caracteristicas da fun¢do cotangente sdao apresentada
na Observacao 1.11.11

Observacao 1.11.11 Seja I ;‘ a fungdo cotangente. Entdo,

— R
— f(x)=cot(x)
temosque:

a) Dy =A={x eR;x #km, k €Z}, isto é, a fungdo cotangente estd definida apenas
para valores onde o seno é diferente de zero.

b) Im;=R= CDy, em outras palavras, a fun¢do cotangente é sobrejetiva.
¢) A fungdo cotangente também é uma fungao periédica de periodo 7.

d) A funcdo cotangente é decrescente em todos os quadrantes. Assim, sempre que
compararmos dois dngulos do mesmo quadrante, e na mesma determinagdo, quanto
maior o valor do dngulo, menor serd o valor da sua cotangente.

e) Afungdo cotangente também é uma fungdo impar, visto que ela é obtida pelo quo-
ciente de uma fungdo par por uma funcéao impar.

f) Como conhecemos o sinal da fungdo cosseno e da fungdo seno, temos que a fungao
cotangente é positiva no 1° e 3° quadrante e negativa no 2° e4° quadrante.

g Acurvaque representa o grdfico da fungdo cotangente também é chamada de Tan-
gentoide e ela é dada por

Gry= {(x,y)€ AxR;y = cot(x)},

onde A ={x eR;x #km, k€Z}. Um esbogo do grdfico de f(x) = cot(x) é dado
pela Figura 1.54.
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Figura 1.54: Esboco do grédfico da funcao f(x)=cot(x).
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h) Como jd comentado, a fung¢do cotangente é sobrejetiva. Logo, se for considerado
um intervalo da forma I = |(k—1)r, k7, k € Z fixo, entédo, temos que a fungdo
cotangente passa a ser também injetiva e, consequentemente, uma bijegdo e, por
isso, existe a sua inversa, que é chamada de Fungao Arco Cotangente e é denotada

por
i R - o7
y — [ '(y)=arccot(y) "

i) Simbolicamente, temos que x = arccot(y) < cot(x)=y.

J) Um esbogo do grdfico da fungdo arco cotangente é apresentado na Figura 1.55.

Figura 1.55: Esbogo do grafico da funcdo f~'(y)=arccot(y).

Agora vamos apresentar as ultimas duas funcdes trigonométricas, a funcao Se-
cante e a fungdo Cossecante. Como a secante é o inverso multiplicativo do cosseno,
seque que so6 faz sentido falar de secante se o cosseno for diferente de zero. Vejamos
arepresentacao dessas funcdes no ciclo trigonométrico.

Considere B € S! o extremo do arco de comprimento « e seja r a reta tangente
a B, como visto na Figura 1.56.

Figura 1.56: Representacao do eixo das secante e cossecante no ciclo trigonomé-
trico.
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Como r é tangente a S', segue que o angulo O BC é um angulo reto e, por isso,
o triangulo O BC é triangulo retangulo de hipotenusa O C. Consequentemente,

cateto adjacente OB 1 — 1
cos(a)= - =—=—>==0C= =sec(a).
hipotenusa cC OC cos(a)
Portanto,
OC =sec(a).

Vamos a definicdo da func¢ao secante.

T
Definicao 1.11.12 Considere A = {x ER;x # 5 +km, ke Z}. A funcgao trigonomé-

trica Secante é qualquer fungdo que associa a todo niimero real x € A a um unico
niimero real y = sec(x), ou seja,

fr A —- R
1

cos(x)

x — f(x)=sec(x)=
u

Vejamos algumas propriedades da funcdo secante, apresentadas na Observacao
1.11.12.

R

f: A
X f(x)=sec(x)

Observacao 1.11.12 Seja : a fungdo secante. Entdo, te-

mos que:

s . P ~ p .
a) Dy=A= {x eR;x # 5 +km, ke Z}, isto é, a fungdo secante estd definida apenas
para valores onde o cosseno é diferente de zero.

b) Imy=(—00,—1]U[1,+00).
¢) A fungdo secante é uma fungdo periddica de periodo 2.

d) A funcgdo secante é crescente, no 1° e no2° quadrante e é decrescente no 3° e no 4°
quadrante.

e) A funcdo secante é uma funcao par.

f) A fungdo secante tem o mesmo sinal da fungdo cosseno, ou seja, ela é positiva no
1° e no 4° quadrante e é negativa no 2° e no 3° quadrante.

g A curva que representa o grdfico da fungdo secante é chamada de Secantoide e é
dada por
Gry= {(x,y) EAXR;y = sec(x)},

onde A = {x ER;x # g +km, k GZ}. Um esbogo do grdfico de f(x) = sec(x) é
dado pela Figura 1.57.
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Figura 1.57: Esboco do gréfico da funcao f(x)=sec(x).

h) Assim como no caso das fungoes anteriores, é possivel definir um intervalo onde a
funcdo secante seja uma bijecdo. Para isso, considere

e [o,n]\{g} — (~00,~1]U[1,+00)
X —  f(x)=sec(x)

Com isso, temos que ela é invertivel e sua inversa é chamada de Fungdo Arco Se-
cante, sendo denotada por:

' (meo,—1Ju[1,+00) — [0.7\ {7} -
y — f7Yy)=arcsec(y)

i) Simbolicamente, temos que x = arcsec(y) < sec(x)=y.

Jj) Um esbogo do grdfico da funcgéo arco secante é apresentada na Figura 1.58.

Figura 1.58: Esboco do grafico da funcdo f~'(y)=arcsec(y).

Para finalizar as funcoes trigonométricas, falaremos da fun¢do Cossecante. Te-
mos que a cossecante € o inverso multiplicativo do seno e, por isso, s6 faz sentido
falar da funcao cossecante se o seno for diferente de zero. Considere o ponto D na
Figura 1.56. Como r é tangente a S, segue que o angulo O BD é um angulo reto e,
por isso, o triangulo O BD é tridangulo retangulo de hipotenusa OD. Consequente-
mente, como ODB = a, segue que

cateto oposto OB 1 — 1
hipotenusa B OD B OD sen(a)

sen(a)=
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Portanto,
OD =csc(a).

Vamos a definicdo da funcao cossecante.

Definicdo 1.11.13 Considere A = {x e R; x # k, k € Z}. A funcdo trigonométrica
Cossecante é qualquer fungdo que associa a todo niimero real x € A a um tnico
niimero real y = csc(x), ou seja,

fi A — R

X — f(x):csc(x):sen(x)

Vejamos as principais propriedades envolvendo a func¢do cossecante, apresen-
tada na Observacao 1.11.13.

. A
Observacao 1.11.13 Seja f X : a fungdo cossecante. Entdo,

R
fx)=csc(x)
temos que:

a) Dp=A= {x eR;x # kmr, k €Z}, isto é, a fungdo cossecante estd definida apenas
para valores onde o seno é diferente de zero.

b) Im; = (—o0o,—1]U[1,+00).
¢) A funcao cossecante é uma funcdo periédica de periodo 2.
d) A funcgdo cossecante é uma funcdao impar.

e) A fungdo cossecante é crescente no 2° e 3° quadrante e decrescente no 1° e4° qua-
drante.

f) Osinal da funcgdo cossecante é o mesmo da funcdo seno, ou seja, ela é positiva no
1° e2° quadrante e é negativa no 3° e4° quadrante.

g A curva que representa o grdfico da fungdo cossecante também é chamada de Se-
cantoide e é dada por

Gry={(x,y)€ AxR;y =csc(x)},

sendo A= {x eR;x # kn, k € Z}. Um esboco do grdfico de f(x) = csc(x) é dado
pela Figura 1.59.

Figura 1.59: Esboco do gréfico da funcao f(x)=csc(x).
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h) A funcdo cossecante torna-se uma bijecdo quando escolhido um intervalo apro-
priado. Assim,

fi |53\ = (oo, 11Ul +00)
x — f(x)=csc(x)
é invertivel e a sua inversa, que é chamada de Fungdo Arco Cossecante é dada
por:
f1: (oo, lulL+o0) — [N}
y — f}y)=arccsc(y)

i) Simbolicamente, temos que x = arccsc(y) <> csc(x)=y.

J) Um esbogo do grdfico da fungdo arco cossecante é apresentada pela Figura 1.60.

y

Figura 1.60: Esboco do gréfico da funcao f(x)=arccsc(x).

Terminada essa revisao sobre funcoes, podemos fazer alguns exercicios para fi-
xar e aprimorar o nosso conhecimento e, com isso, iniciar o nosso estudo de Limite
de Fungoes. Bons estudos.

1.12 Exercicios

Exercicio 1.12.1 Encontre o conjunto dominio, o conjunto imagem, determine a fun-
¢do inversa com o0s seus respectivos conjuntos dominio e imagem, e faca o esbogo do
grdfico de cada uma das fungoes abaixo.

@) y=2x; py=-2xt—4x+ 4 - x—1 m) y =|sen(x)|;
6; x+4’
D)y =—3x+6; i) y=3% n) y =cos(x)+2;
¢ y=2x+7; @ y=ux ’ i
1
e) y=x>—5; h) y= ;; D y=log,(—x); p) y =sec(—2x).

Exercicio 1.12.2 Sabendo que f é uma fungdo afim e que f(—1)=2 e que f(2) =—6,
encontre a fungdao f .

Exercicio 1.12.3 Sabendo que f é uma fungdo afim e que f(—1)=2 e que f(2)=—6,
encontre a funcao f .
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Exercicio 1.12.4 Provequeafungdo c osh(x) é uma fungdo parequea fungiosenh(x)
é impar.

Exercicio 1.12.5 Descida se existe uma funcdao quadrdtica de forma que f(—1) =5,

f()=—1e f(3)=5.

Exercicio 1.12.6 Sabendo que f é uma funcdo quadrdtica e que f(—1)=2= f(5) e
que f(2)=—6, encontre a fungdo f .

Exercicio 1.12.7 Em cada um dos itens a seguir fale qual o conjunto dominio, con-
junto imagem, o grdfico da fungdo e faga um esbogo do grdfico da mesma.

a) f(x)=4*-3; ¢ f(x)=—27% e) f(x)=log,,(x+5);
b) f(x)=4*73; d) f(x)=log,,sx; f) f(x)=—log, x—5.
Exercicio 1.12.8 Mostre que cos(arcsen(x)) =+ 1— x2.

Exercicio 1.12.9 Resolva cada uma das equagoes a seguir.

a) sen(t)=1; d) sec(t)=—1; g) csc(t)=0;

b) cos(t)=1; e) sen(t)=0; h) tan(t)=+3;
1

¢) tan(r)=1; f) cot(t)=0; ) cos(t):—a;

X
Exercicio 1.12.10 Encontre o conjunto Dy, sabendo que f(x)=tan(x) e g(x)= 7

Exercicio 1.12.11 Qual o conjunto Dy, sendo f(x) = x*—5x*—6x —30? Quais os
pontos onde f(x)>0?

x34+3x24+x+3
xX+3

Exercicio 1.12.12 Qual o conjunto Dy, sendo f(x) =
tos onde f(x)>0?

2 Quais os pon-

. ) x*+x3—9x%2—3x+18 )
Exercicio 1.12.13 Qual o conjunto Dy, sendo f(x)= %6 2 Quais

os pontos onde f(x)>0?
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