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4.7 O Teorema de Green

O Teorema de Green expressa uma integral curvilinea ao longo de uma curva
fechada ¢, no plano, como sendo uma integral dupla sobre a regiao limitada
pela curva. O teorema é enunciado a seguir.

Teorema 4.7.1 (Teorema de Green:) Sejam ¢ uma curva fechada sim-
ples, suave por partes, orientada no sentido anti-hordrio e R a regiao fechada
delimitada por c. Se f = (f1, f2) é um campo vetorial continuo, com deriva-
das parciais de primeira ordem continuas em um dominio D que contém R,

entao,
]gfd??:]{[fldxqtfgdy] ://R (%—%—J;) dxdy.

Demonstracao: Sera omitida nessas notas. |

Exemplo 4.7.1 Usando o Teorema de Green, calcule fc(y2dx+2x2dy), sendo
¢ o triangulo de vértices (0,0), (1,2) e (0,2), no sentido anti-hordrio.

Solugao: Seja R a regiao delimitada pela curva ¢, que é fechada, orientada
no sentido anti-horario e é suave por partes. Temos que f = (f1, f2) =
(y?,22?) e, por isso, f ¢é continua e tem derivadas continuas em qualquer
dominio D C R?. Entao, tomando 0 < z < 1, segue que 2z < y < 2. Assim,
pelo Teorema de Green, temos que

1 2 1
]{f dr = / / (4x — 2)dydx = / [4:Ey — yQ} |;x dr =
c 0 2x 0
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Exemplo 4.7.2 Calcule 7{ f-df, ao longo da circunferéncia x*+(y—1)* = 1,
no sentido hordrio, sendo f(z,y) = (42% — 9y, 92y + /42 + 1).

Solugao: Seja R a regiao delimitada pela circunferéncia dada por 2% + (y —
1)2 = 1. A curva c est4 orientada no sentido hordrio e, por isso, temos que
podemos calcular a integral de linha no sentido anti-horario, invertendo o
sentido do sinal da mesma no final da operacao. Além disso, temos que ¢ é
uma curva suave, que f é continua e tem derivadas continuas em qualquer
dominio D C R?. Dessa forma, podemos aplicar o Teorema de Green.

Tomando 0 < y < 2, segue que —+/1—(y—1)2 < z < /1 —(y—1)%

Assim,

—— 2 ry/1-(y-1)? . 2 _
%f-dr = /0 /_ 1_(y_1)2(9+9y)\/1 — (y — 1)%dzdy = 18/0 (y+1)\/1 = (y — 1)?2dy =
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=18 [ = VTG 1P+ 36 [ VTG 1P -

- {12(1 — (1= (y—1)")2 +36 (% 12— (y - 1>2+%‘””“€” (yT_l))}

=971 — (—97) = 18m.

Observacao 4.7.1 E possivel utilizar o Teorema de Green para obter a drea
de uma regiago plana, como visto a sequir. Sejam R e c¢ satisfazendo o Teo-

rema de Green. Por integracao dupla, tem-se que Ar = // dxdy. Dessa
R
dfa  Ofi

forma, f ¢ um campo vetorial que satisfaz 9 o 1 e, por isto, temos
T Y

Ji=-y e fo=0;

fi=0 e fo=u
fi=—% e fo=73;
e, consequentemente,
Ap = f xdy;
Ap = ¢ —ydu;;
xdy — ydz
Ap = § ==
2y
Exemplo 4.7.3 Calcule a drea delimitada pela elipse T + 9 = 1.
Solugao: Temos que a elipse fica dada por 7(t) = (2cos(t),3sen(t)), t €
[0, 27]. Assim,
2 2 t 2t 2m
AR = j{xdy = / 2cos(t)-3cos(t)dt = 6/ cos*(t)dt =6 | = + sen(2t) =
0 0 2 4 0
= 67 u.a.
|

4.8 Exercicios

Exercicio 4.8.1 Calcule as integrais abaizo, usando o Teorema de Green.

a) j{[(yQ + 2xy)dz + (22% + 2zy)dy], ao longo do tridngulo de vértices (0,0),

(2,2) e (—2,2), no sentido anti-hordrio;

b) j{[aszdx + (42 + y)dy], ao longo do triangulo de vértices (0,0), (0,2) e

(2,2), no sentido hordrio;
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¢) d[(In(x) — 2y)dzx + (22 + €¥)dy], ao longo da elipse x* + % =1;

d) 7{[(3x2 — day + y)dr + (9zy + y* + x)dy], ao longo da circunferéncia
(x —3)? + (y+ 1)* = 4, no sentido anti-hordrio;

e) Pl(y? + V4 —a2)dx + (In(y) — 4x)dy], ao longo do retangulo de vértices
(0,0), (3,0), (3,2) e (0,2);

f) J(I{f dF, onde f = (22 +4xy, 222 + 22 +12), € C € a elipse x>+ 4y2 = 16;

Exercicio 4.8.2 Calcule a drea da elipse x = 6cos(t) e y = 2sen(t), utili-
zando o Teorema de Green.

Exercicio 4.8.3 Calcule a drea entre as elipses 4> +1y° = 4 e 4x*+9y> = 36,
utilizando o Teorema de Green.
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