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4.11 A Integral de Superficie em Campos Es-
calares

Vamos agora definir Integrais de Superficie. Para isso, procederemos como
as integrais de linha, ou seja, iniciamos definindo integrais de superficies em
campos escalares.

Definigao 4.11.1 Seja S uma superficie suave, representada por (u,v),
(u,v) € R. Seja f um campo escalar definido e limitado sobre S. A Integral

de Superficie de f, denotada por // fds, € definida por
S

[ fro- ] frmen

quando a integral dupla a direita existir.

or or
_X_

5 dudv,

Definicao 4.11.2 Se S € uma superficies suave por partes, entao, a integral

de superficies // fds € definida como sendo a soma das integrais obtidas
s
sobre cada parte suave de S.

Definigao 4.11.3 Se S ¢ dada na forma explicita, digamos z = z(x,y),
entao,

[ fora= ] fmmatamfoe (52) -+ (5)

Exemplo 4.11.1 Calcule I = //[z—x2+:vy2—1]d8, onde S € a superficie
S
Flu,v) = (u,v,u® + 1), com 0 <u<2e0<wv<b.

Solugao: Temos que

Lo ik
CUNCI N il | vy
ou Ov 01 0 ov

Dai, segue que

2 5 2 5
//de = / / [P 4+1—u?+uv® —1)V4u? + 1dvdu = / / [uv?]V4u? + 1dvdu =
o Jo o Jo

12
> / uvV4u? + 1du.

Chamando w = 4u? + 1, segue que dw = Sudu e, consequentemente,

//fd5_125/\/_dw_?5( 24 1) 0:125(17;:?—1)'

[SIIe]
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Exemplo 4.11.2 Calcule I = //x2zd5, onde S € a porcao do cone 2% =
s

22 + 9% que estd entre os planos z =1 e z = 4.

Solugao: Temos que z > 0. Entao, tome z = /22 4+ y2. Assim,

0z x 0z Yy
— = — = —.
ox /22 + Y2 y /22 1+ Y2
Logo,
02\? 02\ > x? y?
1 — — | =4/1 = V2.
\/ +(83:) +<81) \/ +$2+y2+x2—|—y2 v2
Portanto,

I:\/g//ﬁ\/x?—ky?d&
R

Usando coordenadas polares, chegamos a

20 pd 27 1.5 0 o2 4
I= \/5/ / r2cos?(0).Vr2.rdrdd = \/5/ [71005&] df =
0 1 0 1
2m
1023v2 [* 1023v2 (6 sen(20) 10237v/2
= cos“df = =+ = —.
5 0 5 2 4 . 5

Exemplo 4.11.3 Calcule I = [ [((x +y + 2)dS, onde S = S1US; € a
superficie representada pela Figura 4.24.

z

Figura 4.24: Tlustracao da superficie S para o calculo da integral de su-
perficies do Exemplo 4.11.3.

Solugao: Temos que [; é dado por z = z(z,y) = 0,0 <z <2e0 <y < 4.

z z .
Consequentemente, — =0 e — = (0. Assim,

ox oy
2 4 2 4 2 y? 4
I = / / (z+y+0)V1 + 02 + 02dydz = / / (z+y)dyde = / {xyﬂL;] dz =
0o Jo 0o Jo 0 0
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2
:/ [4z + 8]dx = [2x2+8x]‘§:8+16:24.
0

Por outro lado, temos que I, é dado por y = y(a: y) = 0,0 <z < 2e

0
0 <z <4 —2x. Consequentemente, Y _pe = 0. Assim,
ox 8z

4—2x

4—-2z
I = // x+0+z)\/1+02+02dzdx—// (x + 2)dzdx =
2 22
= xz_f__
b=

Portanto, segue que

412z

2 2
dg;:/ [4x—2m2+2(4—4x+m2)]dx=/ [8—dx]dz =
0 0

0

= [8z — 22|, =16 -8 =

|

Uma interpretacao fisica da integral de superficie em campos escalares, esté
relacionada com o célculo da massa e do centro de massa de uma lamina
delgada, da mesma forma que a integral de linha estava relacionada com os
mesmos tépicos para um fio delgado.

Suponha que S represente uma lamina e que o campo escalar f(x,y, z) re-
presenta a densidade no ponto (z,y,z). Entdo, a massa m da lamina fica

dada por
S

O centro de massa (7,9, z) fica dado por

m//:cf:cy, )dS
m//yfafy,
b forenons

Exemplo 4.11.4 Uma lamina tem a forma da parte de um plano z = v,
recortada pelo cilindro x* + (y — 1)? = 1. Determine a massa dessa lamina,
sabendo que a densidade em cada ponto (x,y,z) da lamina € diretamente
proporcional a distancia desse ponto ao plano XY .

&I
||

N

Solugao: Como a densidade no ponto (z,y, z) é diretamente proporcional
a distancia desse ponto ao plano XY, segue que f(z,y,z) = kz, onde k é
a constante de proporcionalidade. Além disso, observando a Figura 4.25,

concluimos que 0 <y <2eque —y/1—(y—1)2 <z < /1—(y—1)>2
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Figura 4.25: Ilustracao da superficie do Exemplo 4.11.4.

Dai, como f(z,y, z(z,y)) = ky, segue que % =0e gz = k. Consequente-
x Y

mente,

m = // kyv1+02+k2d:vdy—2kv1+k2/ yv/1—(y—1)%dy =

2

0

2 2% —y — 1 —
:2k\/1+k:2/ y\/ 2y — y2dy = 2kV/1 + k2 [yTH %y — 42 + WCCOSQ( y)}
0
= 2kv/1 + K2 (g—o> = krv1+ &2 wm.

Exemplo 4.11.5 Determine o centro de massa do hemisfério z = /1 — x? — 2,
com densidade f(z,y,z) = 0,3u.m./u.a..

Solugao: Seja 7(u,v) = (cos(u)sen(v), sen(u)sen(v), cos(v)), onde 0 < u <
2rel<v < g Entao, segue que
or or i j k
a—r X a_?" = | —sen(u)sen(v) cos(u)sen(v) 0 =
Y v cos(u)cos(v)  sen(u)cos(v) —sen(v)

= (—cos(u)sen*(v), sen(u)sen®(v), —cos(v)sen(v)) .

Assim,

mz//sf(m,y,z)dS:/O%/og O,SSen(v)dvdu:O.?)/O% (—cos(v)|

= 0.3 % u|3™ = 0.67.

Dessa forma, temos que

o o _
ou v

sen(v).

[=INTE

) du=

Dessa forma, temos que o centro de massa fica dado por

2m
m//xf z,Y,2)d5 = 5 / cos(u)sen(v) * 0, 3sen(v)dvdu =
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2 g 1 x
/ / = sen(?v)hf du =
T or T 8r 0

21
x 1
= & —cos(2v)|02 du = ], du = 5
1
Portanto, o centro de massa (Z, 7, z) fica dado por (0, 0, 5) |

Agora, faga alguns exercicios.

4.12 Exercicios

Exercicio 4.12.1 Calcule //(m +y + 2)dS, onde:

a) S € a face superior do cubo 0 <x <1,0<y<1le0<z2<1;
b) S € a face da frente do mesmo cubo.

Exercicio 4.12.2 Calcule //[m2(y2 + 2%)]dS, onde S é o hemisfério da
frente da esfera x* +y* + 2* = 9.

Exercicio 4.12.3 Calcule / /[SBQZ]dS, onde S é a superficie cilindrica x*+
y2 =1, 0<z2< 1.

Exercicio 4.12.4 Calcule //[x + 2]dS, onde S € a superficie plana 2x +

2y + z = 6, tomado no primeiro quadrante.
Exercicio 4.12.5 Calcule //[a:2(y2 + 2%)dS, onde S ¢ o hemisfério da
frente da esfera x + y? + 22 = 9.

Exercicio 4.12.6 Uma lamina tem a forma da superficie lateral do cone
2?2 = 4(x* +y?), 0 < 2z < 2. Calcule a massa da lamina se a densidade no
ponto (z,y,z) € proporcional a distincia do ponto ao eixo z.
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Exercicio 4.12.7 Calcular o centro de massa da parte da superficie esférica
22+ y? + 22 = 16 que estd abairo do plano z = 2 e acima do plano XY,
supondo a densidade constante.

Exercicio 4.12.8 Uma lamina tem a forma da parte do plano z = 2y + 1
recortada pelo cilindro x* + (y — 2)? = 4. Determine a massa dessa lamina

se a densidade no ponto (x,y,z) € proporcional & distancia desse ponto ao
plano XY .
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