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1.3 Desigualdades em R

Agora, vamos definir uma “Ordem” nos conjunto dos nimeros reais. Em outras
palavras, vamos definir quando um ntmero a é Maior do que (ou Menor do que)
outro numero b dado.

Definicao 1.3.1 Sea e b sdo dois niimeros reais, entdo, dizemos que:

a) a < b se, e somente se, b — a é positivo.

b) a> b se, e somente se, a— b é positivo.

c) a < b se, e somente se, é vdlida qualquer uma das relacoes: a=b oua < b.

d) a>b se, esomente se, é vdlida qualquer uma das relagoes: a=b oua > b.

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1.3.1 a) 3 <5, visto que5—3 =2 é positivo;
b) —10 < —6, visto que—6—(—10) =4 é positivo;
c) 7> 2, visto que7—2 =5 é positivo;

2 352 vise 3. 2 1 .
— 2 —, visto que — — — = — e poSlIlivo.
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Cada uma das sentencas do Exemplo 1.3.1 é chamada de Desigualdade, como
estabelecido na definicdo a seguir.

Definicdo 1.3.2 As sentencasa < b,a>b,a < b, a > b ea # b sdo chamadas de
Desigualdades.
|

Resolver problemas que envolvem expressdes com desigualdades é muito co-
mum na matemadtica. A seguir é apresentado um conjunto de propriedades que
serdo muito uteis.

Teorema 1.3.1 Para quaisquer que sejam os niuimeros reais a, b e ¢ temos as seguin-
tes propriedades:

a) a> 0 se, e somente se, a for positivo;

b) a <0 se, e somente se, a for negativo;

c) sea>0eb>0,entdo,a+b>0eab>0;
d) sea<beb<c,entdo,a<c;

e) sea<b,entdo,a+c<b+c;

f) sea<bel0<c,entdo,ac<bc;
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g sea<bec<0,entdo,ac>bc;

h) sea<bec<d,entdo,a+b<c+d.

Demonstracao: Nao serdo feitas nessas notas. [ ]

Vejamos algumas observacoes relevantes sobre o ultimo teorema.

Observacao 1.3.1 a) O item f) do Teorema 1.3.1 estabelece que se ambos os mem-
bros de uma desigualdades sdo multiplicados por um niimero positivo, entdo, o
sentido da desigualdade ndo se altera.

b) O item g), do mesmo teorema, estabelece que se ambos os lados da desigualdade
sao multiplicados por um niimero negativo, entdo, a desigualdade deve ser inver-
tida.

¢) Como a divisdao de dois niimeros reais é o mesmo que multiplicar o numerador

pelo inverso do niimero que estd no denominador, o procedimento utilizado na

divisao de dois ntimeros, em relagdo ao sentido da desigualdade, é o mesmo uti-
lizado pela multiplicacao.

|

De uma forma geral, intervalos sdo utilizados para representar o Conjunto So-
lugdo de uma desigualdade. O conjunto solu¢do de uma sentenca é formado por
todos os nameros reais que tornam a sentenca verdadeira.

Exemplo 1.3.2 Encontre o conjunto solucao da desigualdade
2+3x<5x+8.

Solucdao: Uma estratégia para resolver uma desigualdade, é separar todos os ter-
mos que possuem varidveis dos termos constantes (que ndo possuem varidveis).
Assim,

24+3x<5x+8=2+3x—-2<5x+8—-23x<5x+6&

1 1
(:)Sx—Sx<5x+6—5x(:)—2x<6@—2(—§)>6(—§)@x>—3.

Portanto, o conjunto solucdo da desigualdade é o intervalo S =]—3,+09|. ]

Exemplo 1.3.3 Encontre o conjunto solugao da desigualdade 4 < 3x +2 < 10.
Solucao: Observe que existem duas desigualdades:

4 < 3x+2e
3x+2 < 10

Resolvé-las ao mesmo tempo, de uma forma geral, ndo é uma tarefa muito simples.
Assim, o procedimento padrao costuma ser o de resolver cada uma das desigual-
dades em separado e, com isso, temos que a solucao do problema fica dado pela
intersecdo das solucoes encontradas para as duas sentencas. Dai,

2
4<3x+2(:)3x>4—2(:)x>§ e
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3x+2<103x<10—2x<

w|

2 8
Logo, o conjunto solucado da desigualdade tem que satisfazer x > — e x < —. Como
pode ser visto na Figura 1.7, temos que o conjunto solucdo da desigualdade fica

2 8
dado por S = ]—,—].
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Figura 1.7: Obtendo o conjunto solucdo S da desigualdade do Exemplo 1.3.3.

7
Exemplo 1.3.4 Encontre o conjunto solugdo da desigualdade — > 2.
X

Solucgdo: Observe que o denominador no primeiro membro da desigualdade pode
ser um numero positivo ou um nimero negativo, dependendo do sinal do x. Por
isso, ndo se deve multiplicar ambos os lados da desigualdade por x, sem prestar
atencao nesse detalhe.

Nesse caso especifico, temos que 0 quociente precisa ser um nimero positivo,

. L. . 7

visto que o 7 é maior do que zero e o quociente — > 2 e, consequentemente, — > 0
X X

é maior do que 0, visto que 2 > 0. Assim,

7 7
—>2&2x<7 e x>0(:)0<x<5.
X

7
Portanto, o conjunto solucdo da desigualdade fica dado por S = ]0, 5[ ]

Exemplo 1.3.5 Encontre o conjunto solugdo da desigualdade

X
<4.
-3
Solucao: Nesse tipo de problema, uma nova situacao se apresenta. Existe uma di-
visdo de duas sentencas que podem ser positivas ou negativas. Além disso, ndo é
aconselhado comparar o primeiro membro com o segundo da forma que se encon-
tra, visto que o segundo membro é um nimero nao nulo.

Entao, para situacoes semelhantes a essas, devemos deixar um dos lados da sen-
tenca nulo e, entdo, fazemos a comparacao de sinal entre as sentencas. Assim,

x—4(x—3) —3x+12
<4 —M4< e —— <0 —<0.
x—3 x—3 x—3 x—3

Dai, o conjunto solucao da desigualdade é formado por todos os nimeros reais que

—3x+12
satisfazem a desigualdade —————
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Na nova desigualdade, temos a divisao de duas sentencas, que podem ser po-
sitivas, negativas ou nula. Logo, é necessdrio fazer um estudo do sinal dessas ex-
pressoes, pois se ambos os elementos da divisdo tem o mesmo sinal, a divisao fica
positiva e se os elementos da divisdo tem o sinais diferentes, o quociente fica nega-
tivo.

Para a expressdo do numerador, temos que para x =4 o numerador vale zero, ja
para nimeros maiores do que 4 o numerador fica negativo e para nimeros menores
do que 4 o numerador fica positivo. Ja para o denominador, temos que para x =3 a
sentenca vale zero, para nimeros menores do que 3 o denominador fica negativo e
para nimeros maiores do que 3 o denominador fica positivo.

O denominador nunca pode assumir o valor x = 3. Na Figura 1.8 podemos ob-
servar, analisar e efetuar o estudo de sinal da divisao, obtendo assim, o conjunto
solucdo da desigualdade. Assim,
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Figura 1.8: Obtendo do conjunto soluc¢do S da desigualdade do Exemplo 1.3.5.

Portanto, o conjunto solucdo da desigualdade fica dado por § =]—00, 3[( J]4,+0o0l.
]

Agora, tente fazer alguns exercicios para fixar o contetido. Bons estudos.

1.4 Exercicios

Exercicio 1.4.1 Obtenha o conjunto solugdo de cada uma das desigualdades abaixo.

a) 3x+7<-5—x; k) é_3>3_7,. s) 1—x—2x2>0;
X X
D —<—;
c) bx+2>x—6; ’
) x 4 W) 2x%—6x+3<0;
d) 3—x<5+3x; m 1 < 2
ox 1 x+1 3x—1 v) 4x*+9x <9;
= _2<0:
¢ 3 2_0’ x+1 X 1 4
n) < ; w) > ;
f) 3—2x>9+4x; 2—x 3+x 3x—7 3—2x
g 13>2x—3>5; 0) x*>4 x) x3+1>x%+x;
h) —2<6—4x <8; p) x*<9; 2x—1 4—x
Y) 4x+821+2x;
i) 2>—-3—-3x>—7; q) (x—=3)(x+5)=0;
) ) x—l> 2x—4
: _ . _ . Z = .
J) 2<5—-3x<11; r) x=—3x+2>0; Y—6-12—5x

10
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Exercicio 1.4.2 Umaempresa fabrica sapatos com um custo fixo mensal de R$3500, 00.
Cada sapato custa R$25,00 para ser produzido. Sabendo que esses sapatos serdo ven-
didos por R$55,00, qual a quantidade minima de sapatos que deve ser produzida
para que a quantia arrecadada supere o custo de produgdo?

Exercicio 1.4.3 Determine os valores de x para que exista um triangulo com os lados
medindo5,3 e2x —1.

Exercicio 1.4.4 Determine os valores de x para que exista um tridngulo com os lados
medindo5x —4,2x+3 ex +5.

Exercicio 1.4.5 Duas pequenas fdbricas de cal¢ados, A e B, tém fabricado, respecti-
vamente, 3000 e 1100 pares de sapatos por més. Se, a partir de janeiro, a fdbrica A
aumentar sucessivamente a producgdo em 70 pares por més e a fdabrica B aumentar
sucessivamente a produsdqgny 230 garigs or més, a producao da fdbrica B superard
a producgdo de A a partir de que periodo?

. ) a+b _c+d
Exercicio 1.4.6 Sejam a,b,c,d € R*. Suponha que b >

que

. Entdo, mostre

a
-2
b

Qo

Exercicio 1.4.7 Sabendo quea, b, ¢ ed sdo ntimeros reais positivos, prove cada uma
das desigualdades a seguir:

abc(a’b + b*c + c?a) - abc(a’b+b*c+c’a)

a) abcs\J < ,
3 3

b) ijabc+abd+acd+bcd <Q ab+ac+ad+bc+bd+cd_
4 - 6 ’

c) (a+b)b+c)c+a)>8abc.
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