Capitulo 8

Derivadas

f(x)—f(a)

x # a. Dessa forma, temos que g : X \ {a} — R define, por exemplo, uma funcao
cujo valor g(x) d4 o valor da inclinacao da reta secante que liga os pontos (a, f(a))
e (x, f(x)), no gréfico de f em relacdo ao eixo x.

Agora, suponha que x seja o tempo e que f(x) represente o deslocamento de
uma particula, no instante x. Entdo, o quociente g(x) representa, neste caso, a ve-
locidade média desse ponto no intervalo de tempo entre os instantes a e x.

Esses dois exemplos sdo casos particulares, pois podemos observar o quociente
q(x), de uma forma mais geral, como sendo uma relacao de variacdo da func¢ao
f(x) por unidade de variacdo de x, a partir do ponto a. Além disso, no caso onde
a € X N X’ é natural pensar em }CILILll f(x). Se esse limite existir, entdo, ele pode ser

Sejam f: X cR—Rea € X. Oquociente g(x)= tem sentido para todo

interpretado, por exemplo, como sendo a inclinagdo da reta tangente ao grafico de
f noponto(a, f(a))oucomo avelocidade instantanea de uma particula no instante
X = a e, de uma forma mais em geral, como sendo a taxa de variacdo instantanea
da funcdo f: X CR — R no ponto a € X. Esse limite é de grande importancia e é o
nosso objeto de estudo nesse capitulo.

8.1 Anocao de Derivada

Definicdo 8.1.1 Sejam f:X cR —Rea € XNX'. ADerivada da fungdo f no ponto

a éo limite L
@) —tim L@ flat )= fla)

x—a XxX—a h—0 h

Caso a derivada de f exista no ponto a, entdo, dizemos que [ é Derivdvel no ponto
a.
|

Definicao 8.1.2 Se uma fungdo f : X € R — R possui derivada em todos os pontos
x € XN X', entdo, dizemos que f é Derivdvel em X.
|

Definicdo 8.1.3 Seja f': XNX’' - R, x — f'(x), a fungdo derivada de uma funcgéo

f cR—R. Se f’ for continua, entdo, temos que f é dita ser de Classe C'.
|
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Existem outras notacoes para a derivada de uma funcdo f ¢ R — R no ponto
a € X, onde destacamos

Df(a) ;&a g§

X=a

Vejamos as primeiras propriedades.

Teorema 8.1.1 A fim de que f : X ¢ R — R seja derivdvel no pontoa € X N X’ é
necessdrio e suficiente que exista c € R tal que a + h € X implique em

fla+h)=f(a)+c-h+r(h),
r(h)

onde lhmé = 0. No caso afirmativo, temos que ¢ = f’(a).

Demonstracdo: (=)SejaY ={h e€R;a+h € X}. Dessaforma, temosque0e YNY".
Suponha que f’(a) exista. Dessa forma, tome a funcéo r : Y — R dada por r(h) =
fla+h)—f(a)—f'(a)-h. Assim,

r(h) _ flath)—fla)

= /@)
. fla+h)—fla) . r(h)
Como lhlgé 7 = f'(a), segue que %;ré = O;I .
+ J—
(<) Reciprocamente, se vale a condicao rh) = fla Fz fla )—c com %n&g =

fla+h)—f(a)
h

0, segue que %lim —c¢ =0 e, por isso, temos que
—0

Corolério 8.1.1 Uma fungdo f : X C R — R é continua nos pontos onde ela é deri-
vdvel.

Demonstracao: Seja f : X ¢ R— R uma funcdo derivdvel em a € X. Entdo, segue
h
do Teorema 8.1.1 que f(a + h) = f(a)— f'(a)h + r(h), onde lhlné% = 0. Dessa

forma, f(a) existe e, além disso,

h
i fa-+ 1) =lim  f(@)— @)+ h+ 5520 ) = (@)

Portanto, temos que %linéf(a +h)= f(a). [ |

Observacao 8.1.1 Paratoda fungdo f : X C R — R, definida nos pontosa,a+h € X,
e todo ntimero real c, podemos escrever a igualdade f(a+ h)= f(a)+c-h+r(h), a
qual define o numero r(h). Contudo, o Teorema 8.1.1 afirma que existe no mdximo
. . r(h) L . :
um numero real c tal que %IL%T =0 e, além disso, quando esse niimero c existe,

ele é dado por c = f'(a).
|
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O Teorema 8.1.1 ainda afirma que, quando f’(a) existe, seque que o acréscimo
f(la+h)— f(a) é asoma de uma “parte linear” c - i, proporcional ao acréscimo h
da varidvel independente, mais um “resto ” r(h), o qual é infinitamente pequeno

r(h
em relacdo a h, no sentido de que o quociente Q tende a zero com h — 0. Agora

apresentaremos a definicao de Derivadas Laterais. As definicOes aqui apresentadas
utilizam a mesma ideia dos limites laterais. Vamos as definicoes.

Defini¢do 8.1.4 Sejam f: X CR— R ea € XNX]. A Derivada a Direita da funcdo
f no ponto a éo limite

v 1. flath)—f(a)
f+(a)_]’]l.1—1>0‘n;r h )
se o limite existir.
||

Definicdo 8.1.5 Sejam f : X CR - R ea € XNX'. A Derivada a Esquerda da
funcao f no ponto a é o limite

o L@t )= fla)
S0_ h

fla)=]

se o limite existir.
||

Observacdo 8.1.2 a) Sea € XN X' NX/, ou seja, se a é um ponto de acumulagdo
bilateral de X, entdo, a fungdo [ : X C R — R é derivdvel em a se, e somente se,

f/(a) e f/(a) existem e, além disso, temos que f'(a)= f](a).

b) O Teorema 8.1.1 pode ser adaptado para os limites laterais. Por exemplo, para

r(h
derivada a direita é preciso considerar lim % =0.

h—0,

¢) O Coroldrio 8.1.1 pode ser adaptado para a continuidade lateral. Por exemplo, se
existe a derivada lateral a direita da fungdo f : X C R — R no ponto a € X, entdo,
f écontinua em a e, além disso, 1}1151 fla+h)=f(a).

d) Seaec XNX NX' eff existem, entdo, a funcdo f : X C R — R é continua a
direita e d esquerda em a e, por isso, f é uma fungdo continua em a, mesmo que

a fungdo f ndo seja derivdvel em a.
|

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 8.1.1 a) Afuncdo f :R — Rdadapor f(x)=k (k €R) éderivdvel em todos
os pontos do seu dominio. Além disso, f' =0.
De fato: Observe que, para todo x € R, temos que

mf(x+h)—f(x) —lim k—k :hmgzo,VXER.
jm h h—0 h h—0 h

Portanto f(x)=k é derivdvel em todo x € R e, além disso, f'(x)=0. O
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b) A funcdo f : R — R dada por f(x)=ax+ b (a,b € R) é derivdvel em todos os
pontos do seu dominio. Além disso, f'(x) = a, para todo x € R.

De fato: Observe que, para todo x € R, temos que

f(x+h)—f(x) .. [a(x+h)+b]—[ax+D]
:ll]“ =
h h—0 h

f(x)=lim

ah
=lim— =lima=a,V x €R.
h—0 h h—0

Portanto f(x)=ax + b é derivdvel em todo x € R e, além disso, f'(x)=a. O

c) Afungdio f :R— R dada por f(x)=x" (n € N) é derivdvel em todos os pontos do
seu dominio. Além disso, f'(x)=nx""!, para todo x €R.

De fato: Usando Binomio de Newton, temos que

n_|[ I n1,0 n n—1g1 n n—=2p2 n 07,1
(x+h)—(0)xh+(l)x h+(2)x h”+ +(n)xh,

e, por isso, temos que

(x+h)"—x" [ n n—1 n n—2131 n 0g,n—1
T_ 1 X + 2 X h+---+ n x h .

Dessa forma,

’ 1 f(x+h)_f(x)_ . n—1 n n—2 n 0z,n—2 || _
f(x)_}}i% A _EL% nx" " +h 5 |* +o 4 " x"h =
= }lirrg[nx"_l +hg(x,h)]=nx""Y x€R.

Portanto f(x)= x" é derivdvel em todo x € R e, além disso, f'(x)=nx"". O

d) Afuncdo f :R— R dada por
() = 0
xsen|— | se x
flx)= x
0 se x=0
é continua em R e possui derivada em todos os pontos tais que x # 0. Contudo,

f(0) ndo existe.

De fato: Observe que, para x =0, temos que:

1
hsen(—

1) ()

h

fO+h)—f(0)
h B h

f(0+h)—f(0)
h

e, porisso, segueque f'(0) = }11113

1
=limsen (E) que ndo existe (Exem-
plo 6.1.4).

h—0
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Por outro lado, para x # 0, temos que

1 1
+h — —
f’(x)—limf(x+h)_f(x)—1im(x )Sen(x+h) xsen(x)_
T h—0 h =0 h B
e a9
X |sen . —sen| —
=limsen( )+lim X+ x4
h—0 X+ h—0 h
Como
A—B A+ B
sen(A)—sen(B) = 2sen( ) cos ( ) ,
2 2
1
chamando de A = e B=—, temos que
X+ X
A—B  —h eA+B— 2x+h
2 2x(x+h) 2 2x(x+h)

Assim,

sen(x i h)—sen(%) = Zsen(ﬁzm)cos(zjfx—i};)).

Consequentemente,

f’(x) _ sen(%) i 2xsen(ﬁﬁ_m) Cos (Zyzczcx—-i:i-hh)) |

h—0 h

2x(x+h)

sen(u
assumindo o limite fundamental ling J =1, segue que:
u— u

Observe que: tomando u = , entdo, se h — 0, segue que u — 0. Assim,

1 1
f(x)= sen(;) +lim —— | —lim

h—0 X + h h—0 _h h—0
2x(x+h)

sen( ) Leos( )
f’(x)z{ sen(%)—%cos(%), se x#0 ’

, se x=0

Portanto, como

segue que f é derivdvel em todo x € R\ {0}. O

121



Prof. Carlos Alberto da Silva Junior DEMAT/UFS]J

e) Afuncdo f :R — R dada por

f(x):{ xzsen(%) se x#0

0 se x=0

é continua em R e possui derivada em todos os pontos.

De fato: Observe que

1
10110 " Zsez(ﬁ) _ hsen(%),

=0. Portanto, como

f10+h)=1(0)
h

e, por isso, segue que f’(0)= }1111(1]

f’(x):{ 2xsen(%)—cos(%), se x#0 ,

0, se x=0

segue que a fungdo [ é derivdvel em todo x € R. a

f) A funcéo f : R — R dada por f(x) = |x| é derivdvel em todo x € R\ {0}. Porém,
temos que a funcdo [ ndo é de classe C*.

—Xx, Se x<O0
De fato: Observe que f(x)= 0, se x=0.Como
x, se x>0

/ . _h_o_ / R h—O_
f_(x)—}}L{ET——l 9f+(x)—;}1_{(f)1+7— 1,

segue que f’(0) ndo existe. Assim, sabendo que

—1, se x<O0
fx)=1 3 se x=0,
1, se x>0

segue que a fungao f é derivdvel em todo x € R\ {0}, mas a funcdo f ndo é de
classe C', visto que a dua derivada [’ ndo é continua em x = 0. m|

g) A Fungdo Maior Inteiro f : R — R dada por f(x)=[[x]] = n, para todon < x <
n+ 1 éderivdvel em todo x e R\ Z.

d
De fato: Para todo x € R\ Z temos que f'(x) = E(n) = 0. Por outro lado, para

x=necZ,segueque f(x)=n—1 eque f.(x)=n. Dai, temos que

—(n—1)—n n—n
/ = i _—_— / = i =
f(x)= lim p +oo e f (x)= lim 0.
Portanto, segue que f’'(x) néo existe se x =n € Z. a
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Agora vamos apresentar a Regra de UHoépital, que é uma das aplicacoes mais
conhecidas e utilizadas relacionadas com derivada de funcdes reais, visto que ela
auxilia no cdlculo de limites indeterminados.

Teorema 8.1.2 (A Regra de I’Hopital): Sejam f,g : X ¢ R — R fungbes derivdveis
no ponto a € X N X' tais que lim f(x)=0=1lim g(x). Nessas condicoes, temos que se
xX—a X—a

g’'(a)#0, entao,

oI [l
1m —-—

—ag(x)  gla)
Demonstracao: Como [ e g sdo derivaveis, segue que ambas sdo continuas e,

fE)=fl@)_ . fx)
X—a

por isso, f(a) = 0 = g(a). Assim, temos que f’(a) = lim

x—a X —a
g'(a)=1im glx)—gla) =1lim 8(x) . Dessa forma, temos que
x-a  X—a x—a X —a
flx) . flx)—f(a)
[ _ xa _N% i —a  _[f1@

lim —— =lim = = )
gl xme g~ L gl)—gla)  gla
X—a x—a X—a

Corolério 8.1.2 Sejam f,g : X C R— R fungoes tais quelim f(x)=xo00 elimg(x) =
X—a X—a
+00. Nessas condigoes, temos que se g'(a) # 0, entdo,

i ) _ F1@)

agx) gla)

1
Demonstracao: Como lim h(x) = 00 se, e somente se, lim —— = 0 e como
x—a x—a h(X)
1
X
M _8 () , segue do Teorema 8.1.2 o resultado. [ ]
glx) _1
f(x)
Vejamos um exemplo.
. _ sen(x)
Exemplo 8.1.2 Considere f,g : X ¢ R — R as fungoes dadas por f(x) = P e
e’ —
g(x)= . Para a fungdo f temos que, sen(x)— 0 e x — 0, quando x — 0. Dai,
. sen(x) f'(x) cos(x) 1
lim = =—| =-=1
x—a X g'(x)| ., 1 |, 1

Por outro lado, para a fungdo g, temos que(e*—1)— 0 e x — 0, quando x — 0. Dati,

X _1 /
lim ¢ = fx)
—a o x o glx)

x=0

Agora, faca alguns exercicios. Bons estudos.
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